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1 Atomphysik

1.1 Einleitung

Viele Biicher fiihren dieses wichtige Kapitel durch Diskussion entlang der historischen Chro-
nologie ein. Startpunkt ist {iblicherweise die schon bei den griechischen Philosophen Leukipp
und Demokrit (ca. 440 vor Christus) vorhandene Vorstellung, dass Materie aus ,unteilbaren‘
kleinsten Teilchen, den Atomen (gr. aTouoo = unteilbar) bestehen. Es folgen viele Experi-
mente, bis in unsere Zeit, die diese Vorstellung belegen und quantifizieren.

1.1.1 Atome (Historisches)

Dieser Teil (der sehr gut in | , Kapitel 2] ist), soll hier nicht wirklich beschrieben wer-
den, denn teilweise sind die Dinge bereits bekannt (z.B. Millikan-Versuch zur Bestimmung
der Elementarladung e) teilweise miissten sie an dieser Stelle extrem ausfiihrlich behandelt
werden, denn es fehlen uns noch zum Verstdndnis wichtige Voraussetzungen (z.B. Ront-
gen, Elektronen- oder Neutronenbeugung zur Bestimmung atomarer Abstdnde im Festkorper
braucht Welle-Teilchen-Dualismus).

Also nur einige Schlagworte zu diesem Thema:

a) Dalton’sches Gesetz der konstanten Proportionen (1808)

Anhand von chemischen Reaktionen wie

11.1gHy +889¢g Oy — 100 g H>O
79.9g Cu+20.1g O — 100g CuO

entdeckte man, dass die Massenverhéltnisse map/mo = 1/8 bzw. mgy/mo = 4/1 immer
konstant sind. Wir folgern, dass es in jedem Stoff eine kleinste Einheit geben muss, die nur
als Ganzes reagieren kann. Daher definieren wir

Definition: Atome sind kleinste mit chemischen Energien nicht weiter zerlegbare Teilchen.
Atome in einem Material sind identisch. Eine Atomare Masseneinheit (AMU) betrégt

1
1AMU = T3mc = 1.6605 x 10~2* kg = 1 Dalton

b) Das Mol

Molekiile bestehen aus mehreren Atomen. Bei konstantem Druck p und konstanter Tem-
peratur T' enthalten gleiche Volumina verschiedener Gase gleiche Anzahlen von Molekiilen.
Dieses Gesetz von Avogadro fithrt auf die Definition des Mols.

Definition: Ein Mol ist die Stoffmenge, die ebensoviele Teilchen enthélt, wie 12 g des Koh-
lenstoffisotops 2C.
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Methode Naturkonstante Avogadrozahl
Ny =

Gasgesetze Gaskonstante R
barometrische Héhenformel (Perrin)

Diffusion (Einstein) Boltzmannkonstante — R/k

Torsionsschwingungen (Kappler) k

Elektrolyse Faradaykonstante F' Fle

Millikan-Versuch Elementarladung e

Rontgenbeugung und Interferometrie Gitterebenenabstand ~ (D3/a?) - Vi /V

Messung der Atomzahl im Volumen V' = dk im kubischen (kubischer Kristall)

D3, bzw. 4713 /3 Kristall 4M/pa® (kubisch
flachenzentriert)

Tabelle 1.1: Verschiedene Moglichkeiten zur Bestimmung der Avogadrozahl N4 (aus | ,
Seite 17, Tabelle 2.1])

2 ? W(e) ]
ortsauflésender 0,05
> ceD-Detektor °f;
NA Sk
A 0,04} AR
Ty = |
0,03 VAR

0,02
Spiegel

Laser 0,01

Z 31 -1,6 0 1,6 31

Abbildung 1.1: links: Kappler Versuchsaufbau (Quelle: Nach Vorlage von | , S, 21]),
Mitte: zeitliche Fluktuationen des Drehwinkels ¢(t) des Spiegels, rechts: Verteilungsfunktion
W (p) fiir t =0.27s (o) und ¢t = 0.55s (5)

Damit erhalten wir folgenden Zusammenhang zwischen der Molmasse M; und der Molekiil-
masse m; eines Stoffes i

Mi:NA-mZ-

N4 = 6.022 x 10% Teilchen/Mol ist die Avogadrozahl und wurde erstmals vom Gsterreichi-
schen Physiker Joseph Loschmidt (1821-1895) berechnet.
Verschiedene Bestimmungsmoglichkeiten von N4 sind in Tabelle 1.1 aufgefiihrt.

1.1.2 Sichtbarmachung von Atomen

a) Versuch von E. Kappler 1939

Man beobachtet Schwankungen des Winkels ¢ um seine Nulllage ¢ = 0 wie in Abbildung
1.1 gezeigt. Ein vom Spiegel reflektierter Strahl (Laser) dndert seine Richtung, wenn sich der
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Abbildung 1.2: Simulation der Brownschen Be-
wegung (Quelle: Nach Vorlage von | , S.
18])

Mikropartikel \

L ]
«—0—0 o

Spiegel dreht. Die Winkelverteilung W (y) hat eine charakteristische Breite <Acp2> und ist
Gauss-formig. Letzteres deutet auf einen statistischen Prozess hin, der den Spiegel bewegt.
Dies sind die Stoke der Luftmolekiile, durch deren Impulsiibertrag auf den Spiegel (aufterhalb
der Fadenachse!) Drehmomentstofte am Spiegel entstehen. Der Vorgang kann in vollstdndiger
Analogie zur Brown’schen Bewegung (Diffusion eines Makroteilchens durch Stofe mit Lo-
sungsmittelmolekiilen) beschrieben werden. Wir erinnern uns an die Brownsche Bewegung als
,andom walk®, charakterisiert durch die Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens v, und
die mittlere freie Weglénge [. Die Schwankungen der Distanz Ar(t) zwischen Startpunkt und
Endpunkt des random walks nehmen mit der Zeit zu: <Ar2 (t)> =6Dt, mit D = ”g'l, die mitt-
lere Verschiebung (Ar) = 0 entspricht einer nicht gerichteten Bewegung bei Mittelung iiber
viele Trajektorien. (Siehe aber die stark anisotroppe Form einer einzelnen Trajektorie, wie
in der Abbildung 1.2, und dem Video von Kolloidteilchen an der Wasser-Luft-Grenzfliche)
Ware der Spiegel frei drehbar aufgehiangt, wiirde <A902> ~ t zunehmen, bis zu beliebig langen
Zeiten. Wegen der Aufhéngung am Torsionsfaden kann dieses Verhalten aber nur bei kurzen
Zeiten gelten, solange A? klein ist. Wie grokkann Ap? typischerweise werden?
Abschitzung:

e Potentielle Energie auf Grund der Torsion

1
Epot(p) = §Dr902
mit dem Torsionsmoment D, des Fadens

e kinetische Energie des Spiegels auf Grund der Stofte mit den Luftmolekiilen im Mittel:
1
Ekin - ikT

e Die Stofe kicken den Spiegel bis zu Winkeln mit

2y _ kT
<S0>_Dr

denn dann gilt Epot = Ekin

Bemerkung: Bei bekanntem D, kann so auch k£ gemessen werden.

b) Spuren in Nebelkammer

Eine weitere Moglichkeit ist der Nachweis durch eine Nebelkammer (sieche Abbildung 1.3).
a-Teilchen (“He) sind bei hohen Energien in der Lage, Atome eines Fiillgases in einer so-
genannten Nebelkammer zu ionisieren. Druck und Temperatur der Nebelkammer sind so
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Abbildung 1.3: Nebelkammeraufnahme der

Spuren von «a-Teilchen (Quelle: | , S. 22])
Barium- |+ Bariumquelle )
Schirm
vorrat Wolframspitze \

ZnS-Schirm

Feldlinien

Wolframspitze

Abbildung 1.4: Feldemissionsmikroskop zur Sichtbarmachung der Struktur von Wolfram
(Quelle: Nach Vorlage von | . S. 23])

gewahlt (Ndhe des Kondensationspunktes), dass durch die ionisierten Atome (oder Molekii-
le) der Kammer fliissige Tropfchen initiiert werden kénnen. Diese Tropfchen dekorieren also
die Bahn der a-Teilchen. Abbildung 1.3 zeigt den Stofeines a-Teilchens mit einem Stickstof-
fatom, es entsteht dabei 17O und ein Proton. Die Flugbahnen dieser beiden Teilchen sind
sichtbar (Pfeile) und kénnen aus Energie- und Impulserhaltung des Stofses berechnet werden.

c) Feldemissionsmikroskop (Demonstrationsversuch)

Kern des Versuches (Abb.1.4) ist eine sehr scharfe Wolframspitze (Kriimmungsradius r =
10nm), die monokristallin ist. Die Spitze steht im Zentrum eines halbkugelférmigen Schirm
mit Radius R und wird stark (U =~ 1kV) negativ gegeniiber dem Schirm aufgeladen. Es
entstehen an der Spitze hohe E-Felder mit einer Feldstirke von E ~ 10" V-m~!, wodurch
Elektronen aus dem Material gerissen werden. Diese folgen den Feldlinien geradlinig zum
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Abbildung 1.5: Links: Abbildung des e-Emissionsmusters der Spitze auf dem ZnS-Schirm.
Rechts: Sichtbarmachung von Ba-Atomen auf der Wolframoberfliche. (Quelle: | , S.22])

Schirm und werden dort durch Fluoreszenz nachgewiesen. Dadurch erhalten wir eine Vergro-
ferung des Emissionsbildes um R/r, die typischerweise ungefihr 107 betrigt.

Wir beobachten eine regelméfige Verteilung von dunklen und hellen Flecken im Emissions-
bild (Abbildung 1.5) . Diese stammen von der Emission aus verschieden orientierten Kris-
tallflichen (Indizes der Flachen laut Abbildung 1.6, z.B. [110]), denn die Austrittsarbeit der
Elektronen - und damit die Wahrscheinlichkeit der Feldemission - sind abhéngig von der
Kristallebene der Oberfliche, d.h. Flachen mit hoher Austrittsarbeit erscheinen dunkel.
Das Muster auf dem Schirm spiegelt die verschiedenen Orientierungen der Kristallflichen
wider, und damit die Kristallsymmetrie. Wolfram hat eine kubisch-raumzentrierte Kristall-
struktur (englich bee=body central cubic) wie in Abbildung 1.6 mit der Gitterkonstanten
1.46 A.

Nun heizen wir einen Vorrat von Bariumatomen, was zur Verdampfung der Ba-Atome fiihrt,
die dann auf der Wolframspitze kondensieren. Es werden kleine weilse Punkte sichtbar, das
sind die Bilder der einzelnen Bariumatome. Durch Heizen der Spitze kénnen die Bariumatome
wieder entfernt werden.

d) Transmissions-Elektronenmikroskop (TEM)

Elektronen aus einer heifen Wendel (Glithwendel) werden beschleunigt und durch ein Sys-
tem von Elektronenlinsen (wie beim optischen Mikroskop) auf eine Probe fokussiert. Das
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[100]
];107] [10]]
LA
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g
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Abbildung 1.6: Links: Positionen der W-Atome im kubisch raumzentrierten Gitter eines
Wolfram-Einkristalls. Rechts: Richtungen der Kristallebenen (Durchstofspunkte der Normalen-
vektoren durch eine Halbkugel)

Absorptions- bzw. Streumuster der Probe wird auf einen Fluoreszenzschirm abgebildet (s.
Abb. 1.7). Das Prinzip der Elektronenlinsen wird in Abbildung 1.8 und 1.9 erklért. Zwischen
zwei parallelen feinmaschigen Gittern wird ein F-Feld angelegt. Damit &ndert sich die kine-
tische Energie der Elektronen von Wy = %v% auf Wy = %v% mit Wy — W, = e(Uz — U;). Da
die Beschleunigung nur entlang des E-Feldes wirkt (vy2 > vy1) bei vz1 = vy, veréndert sich
der Einfallswinkel «r; zum Ausfallswinkel as. Es gilt

. Uzl
SN &q JT () U2
sin a9 Vzp V1 U1

1/ g—f ist also der ,Brechungsindex®“ der Linse. Bei einer gewtlbten Anordnung der Gitter wie

in Abbildung 1.9 kommt es zur Fokussierung der Elektronen genau wie in der Optik.
Fiir die Brennweite kénnen wir die selbe Gleichung verwenden, wie in der Optik mit unserer
oben bestimmten Brechzahl:
1 1 1 U, < 1 1 )
===+ )=/ -1+~
f ( )<7“1 7“2> ( Ui ) L T2
Magnetische Linsen wie in Abbildung 1.10 gezeigt, sind komplizierter zu beschreiben. Die

Abbildungen 1.11.a) - b) zeigen eine TEM-Aufnahme einzelner organischer Molekiile (Phta-
locyanin) auf einer Oberflache und ein sehr langes DNS-Molekiil.
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Feldemissionsspitze
Elektronen-

.

magnetische @

Elektronen- Kondensorlinse
strahl

magnetische
Objektivlinse

Projektions- |:
linse M

Abbildung 1.7: Schematischer Aufbau ei-
L | nes Transmissions-Elektronenmikroskops (Quel-
le: Nach Vorlage von | ,S. 23))

Vi

v " ?— 0
<"
_ ; .
E
. ;
az
Uz
E=0
no Vo,

Abbildung 1.8: Brechungsgesetz in der Elek-
tronenoptik (Quelle: Nach Vorlage von | ,
S.523])

Abbildung 1.9: Doppelschichtlinse aus zwei ge-
wolbten Netzen wirkt auf Elektronen wie eine
Linse mit n = /U;/U, (Quelle: Nach Vorlage
von | , S.524])
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Spule

Abbildung 1.10: Magnetische Linse (Quelle:
Nach Vorlage von [Mes10, S.527])

Abbildung 1.11: Bilder, aufgenommen mit einem Transmissions-Elektronenmikroskop. Links:
Aufnahmen von chlorierten Kupfer-Phtalocyanin. Rechts: Aufnahme eines DNS-Strangs eines
Bakteriophagen auf einem planaren Substrat (Quelle: [Mes10, S.528/529])

e) Raster-Elektronenmikroskop

Abbildung der Elektronenquelle auf eine Probe wie beim TEM. Es wird ein moéglichst scharfer
Fokus erzeugt, der iiber die Probe gescannt wird (,,Rastern“). Detektiert werden die vom
jeweiligen Ort gestreuten (emittierten) Elektronen. Dies ermdoglicht schéne 3D-Bilder (z.B.
Abbildung 1.12)

f) Raster-Tunnelmikroskop (Scanning tunnelling microscope, STM)

Das Prinzip ist in Abbildung 1.14 gezeigt. Eine feine Spitze (letztlich ein einzelnes Atom
genau an der Spitze) wird mit Hilfe eines 3D-piezoelektrischen Scanners in einen kleinen

o

Abstand (A) an die Probenoberfliche herangefahren.
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Abbildung 1.12: REM-Aufnahmen von (links) Eythrozyten und (rechts) Insektenkopf (Quelle:
Internet)

N T

Abbildung 1.13: Piezoeffekt

Bemerkung: Beim Piezoeffekt verdndert sich durch das Anlegen eines elektrischen Feldes
an einen Piezokristall dessen Lange. Fiir die Langenénderung gilt Al(F) = a - £ mit dem
Piezokoeffizient a. Durch das E-Feld wird der Kristall polarisiert, was zu einer Anderung der
Gitterabsténde fithrt. Genau genommen ist der Piezokoeffizient sogar ein Tensor, da Ande-
rung der Gitterabstdnde von der Richtung des Feldes abhéangt. Mit Hilfe der Piezokristalle
lassen sich daher sehr prézise Verschiebungen einer Messspitze durchfiihren.
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Piezos

Tunnelstrom
~—

/oooooéo

I Prob Abbildung  1.14:  Rastertunnelmikroskop
rove (Quelle: Nach Vorlage von [Dem09, S.25])

Abbildung 1.15: Rastertunnelaufnahme Galli-
umarsenid (Quelle: [Dem09, S.26])

Der Piezoeffekt lasst sich auch umkehren, sodass bei einer Verformung ein elektrisches Feld
messbar wird.

Eine Spannung zwischen Spitze und Probe treibt einen Strom, selbst wenn noch kein Ohm-
scher Kontakt vorliegt. Fiir diesen Tunnelstrom (vgl. Tunneleffekt, Kapitel 2.2.3) gilt I =
Ine=®4 mit dem Abstand d und einer Konstanten «. I bildet die Oberflichenatome ab
(wenn die Messpitze auf einer Hohe misst: constant-height-mode) oder man regelt I =
const und misst die Piezospannung als Maf fiir die Positionsédnderung in z-Richtung der
Spitze (constant-current-mode). Abbildung 1.15 zeigt das Raster-Tunnelmikroskopbild einer
Gallium-Arsenid-Kristalloberflache, dekoriert mit Arsenatomen.

g) Atomares Kraft-Mikroskop (atomic-force-microscope, AFM)

Wie beim STM wird eine atomare Spitze nahe iiber die Probe gescannt (siche Abbildung 1.16).
Diesmal wird die Kraft zwischen Oberflaiche und Spitze gemessen, und zwar mit Hilfe eines
diinnen Balken (cantilever), der wie eine Blattfeder verbogen wird. Die Verbiegung wird

10
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Laser
Detektor

Tastkopf Cantilever

|Oberﬂéche

\@/ Atome des Tastkopfs

T Kraft

m— Atome der
OOOOOO@OO Oberflache Abbildung 1.16: Aufbau des atomaren Kraft-

mikroskops (AFM)

iiber die Ablenkung eines Laserstrahls, der vom Cantilever reflektiert wird, bestimmt. Man
kann nicht nur die Verbiegung des Cantilevers messen (Topographiebild) sondern auch seine
Verdrillung. Letzteres misst Scherkréfte und gibt folglich Informationen iiber die Reibung
zwischen der Oberfliche und der Spitze. AFMs funktionieren auch in Losung und sind daher
besonders fiir biologische Anwendungen interessant.

1.1.3 Bestimmung der GréBe von Atomen
a) aus der Van-der-Waals-Gleichung

Die Van-der-Waals-Gleichung des realen Gases lautet

<p+‘§24> (Vasr — b) = RT

mit dem Molvolumen Vs bei p, T. Den Parameter b bezeichnet man auch als Van-der-Waals-
Kovolumen. Nimmt man die Atome als Kugeln an, so gilt der Zusammenhang
47 47

b= ?4]\7 ’f _?NATVdW

mit dem Atomradius 7, und dem effektiven Radius nach Van-der-Waals r,qy.

b) aus dem Stolquerschnitt im Gas

(siehe Ubungsaufgabe) Es kommt zum Stof, falls b < r4+rp (siche Abbildung 1.18). Deshalb
definieren wir den StoRquerschnitt o := w(r4 + 75)%.

Wie misst man o7 Zum Beispiel aus der Diffusionskonstante des Gases D = %El mit der
mittleren freien Wegldnge [ und der mittleren Geschwindigkeit v = (SkT)

Wie misst man {7 Zum Beispiel aus der Abschwichung eines Strahls von B-Teilchen beim

Durchgang durch eine Scheibe mit Teilchen.
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Abbildung 1.17: Simultanes Topographie- und Reibungsbild (2.5 x 2.5 nm) von hochorientier-
tem pyrolytischen Graphit (rechts: Schema der Struktur). Hiigel = topographische Korrugation
durch C-Atome, Farbe: laterale Kraft. Scan-richtung rechts nach links.

Abbildung 1.18: Stoftskizze (Quelle: Nach Vor-
lage von [Dem09, S.28])

Wie héngt [ mit ¢ zusammen? Gedankenexperiment: Alle Teilchen mit ihrer Stoffliche o
werden in die linke Oberfliche des Wiirfels verschoben. Wenn die Teilchenkonzentration so
klein ist, dass diese Projektion keine iiberlappenden Fliachen erzeugt, ist die Gesamtstoftflache
dann nach wie vor N-o. Wenn nun die Dicke des Volumens z = [ gewahlt wird, d.h. V = Nal,
dann wird jedes Teilchen genau einmal in diesem Volumen gestreut, d.h. [ ist die mittlere
Weglange

=>1l=—
an
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Target
819

o— > j || —> d=—j%

Fluss |.

Abbildung 1.19: Messung der freien Weglidnge
l

Abbildung 1.20: Streuvolumen

c) aus der Beugung (Diffraktion) von Rontgenstrahlen an Kristallen

Ein regelméafliger Kristall besteht aus Ebenen von Atomen, den sogenannten Gitterebenen.
Im kubischen Gitter harter, sich berithrender Kugeln (s. Abb. 1.22) ist der Gitterabstand in
die Richtungen @,b und & gleich d = 2 - r (Kugelradius r). Einfallende Rontgenwellen (ebene
Wellen) werden an Gitterebenen ,,gespiegelt (s. Abb. 1.21). Genauer regen sie die Atome zu
Dipolschwingungen an, sodass diese elektomagnetische Elementarwellen in alle Richtungen
aussenden, welche sich im Fernfeld dann wieder zu einer ebenen Welle iiberlagern. Es ergibt
sich konstruktive Interferenz, falls

2dsin®,, =n\, n=12,...

gilt. Da es viele verschiedene Gitterebenen mit verschiedenen Orientierungen und mit ver-
schiedenen Ebenenabstidnden d gibt (vgl. 1.21), entstehen Serien von Bragg-Peaks in den
durch die Braggbedingung ausgezeichneten Richtungen.

Erzeugung monochromatischer Rontgenstrahlen durch
e Rontgenrdhre, Prinzip in Abb. 1.23,

e Synchrotronstrahlung: Die Abstrahlung durch relativistisch schnelle Ladungen (meist
Elektronen) erfolgt in einen schmalem Kegel tangential zur Bahn. Die Kreisbewegung
des Elektrons kann in zwei orthogonale, um 90 Grad phasenverschobene lineare Schwin-
gungen zerlegt werden. Diese Ladungsoszillationen fithren auf Grund der Beschleuni-
gung zur Abstrahlung von zwei Dipolfeldern (eines davon ist in Abb. 1.24 links gezeigt).

13
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Abbildung 1.21: Roéntgenbeugung am Kristallgitter. a) Konstruktion der Bedingung fiir kon-
struktive Interferenz (Braggbedingung), b) Kristallgitter definiert durch seine Basisvektoren, ¢)
verschiedene Netzebenen im Kristall (Quelle: Nach Vorlage von | , S.15/29])

Das relativistisch schnelle Elektron lauft der tangential zur Bahn nach vorn abgestrahl-
ten Ladung mit nahezu Lichtgeschwindigkeit hinterher, sodass sich die bei verschiede-
nen Zeiten abgestrahlten Dipolfelder in dieser Richtung nahezu perfekt iiberlagern,
sodass die Abstrahlung in diese Richtung besonders stark wird, (Abb. 1.24 rechts).

Typische Abstrahlspektren und Leistungen verschiedener Synchrotrons sind in Abb.
1.25 zusammengetragen.

Das Debye-Scherrer-Verfahren an Polykristallen, bzw. Pulvern liefert alle Bragg-Preaks, denn
im Pulver gibt es Kristalle mit allen Orientierungen, die Bragg-Bedingung ist immer fiir einige
davon erfiillt, Abb. (1.26).

a b

12

Vi) =-

76

Damit ergibt sich ein mittlerer Abstand in der Potentialmulde bei

1
_(20\¢
'm = b
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1.1 FEinleitung

Abbildung 1.22: Kubisches Kristallgitter aus harten sich gerade beriihrenden Kugeln (Quelle:
[Dem09, S.14/28])

Abbildung 1.23: Rontgenrohre (Quelle: Nach
Vorlage von [Dem09, S.254])

1.1.4 Ladungsverteilung innerhalb von Atomen

a) Praktische Vorbemerkungen

Bereits Ende des 19. Jahrhunderts wusste man durch verschiedene Versuche, dass Materie
aus geladenen Teilchen besteht:

e Elektrolytische Stromleitung in Fliissigkeiten. Aus dem Massen- und Ladungstransport
zu den Elektroden kann man die Existenz von Ionen folgern.

e Gasentladungen (Leuchtrohre), deren Leuchterscheinung stark vom elektrischen und
magnetischen Feld abhéangen.

15
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Abbildung 1.24: Zur Entstehung der Synchrotronstrahlung

Atom a) b) c)
He 1.33 091 1.76
Ne 1.19 1.13 1.59
Ar 148 149 191
Kr 1.59 1.61 2.01
Xe 1.73 1.77 2.20
He 21 14

Tabelle 1.2: Diese Tabelle zeigt die mit den verschiedenen in die-
sem Abschnitt besprochenen Methoden ermittelten Atomradien in
10710m = 1A: a) aus der van-der- Waals’schen Zustandsgleichung,
b) aus dem Wirkungsquerschnitt o = md?, gemessen mit Hilfe der
Transportkoeffizienten, ¢) aus der Rontgenbeugung an Edelgaskris-
tallen bei tiefen Temperaturen. Man erkennt, dass die Ubereinstim-
mung nicht besonders gut ist. Offenbar haben die Atome keinen
scharf definierten Radius und ihre scheinbare Groéfe ist von der
Messmethode abhéngig.(aus [ , Seite 30, Tabelle 2.2])

e clektrische Leitung in Metallen und Halbleitern hédngt vom Magnetfeld ab

e Unterschiedliche Ablenkung von a-Teilchen (positive Ladung, schwer) und S-Strahlen
(negative Ladung, leicht) im Magnetfeld.

Wir kommen daher zu folgendem Schluss
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Abbildung 1.25: Brillianz verschiedener Synchrotrons
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Abbildung 1.26: Debye-Scherrer-Verfahren
(Quelle: [Wol04, S.18])

Abbildung 1.27: Lennard-Jones-Potential

(Quelle: Nach Vorlage von [Dem09, S.30])
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Teilchen- Probe
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Abbildung 1.28: schematischer Aufbau eines
Streuexperiments

Ungeladene Atome sind nicht unteilbar, sondern bestehen aus positiven und nega-
tiven Bausteinen, die beide auch eine Masse besitzen.

Daraus ergeben sich wichtige Fragen:

e Wie kann die Stabilitdt der Atome angesichts der grofsen Coulomb-Wechselwirkung
(viel grofer als Gravitation) verstanden werden? Wenn die Coulombanziehung zwischen
Elektronen und Kern durch Elektronenbahnen mit nichtverschwindendem Drehimpuls
kompensiert werden kann (Analogie zum Planetenproblem), dann sollten die kreisen-
den Elektronen klassisch gesehen abstrahlen, dadurch kinetische Energie verlieren und
schliesslich in den Kern stiirzen.

e Wie sieht die innere Struktur der Atome aus?

Antworten auf diese Fragen ergeben sich aus diversen Streuexperimenten, wie in Abbildung
1.28 schematisch gezeichnet, und in fine natiirlich aus der quantenmeschanischen Beschrei-
bung des Atoms.

b) Teilchenquellen

Die Entwicklung von Technologie zur Erzeugung guter Vakua (z.B. 1079 hPa) erméglichte
die Erzeugung von sogenannten Kathodenstrahlen, die aus Elektronen bestehen. Der Aufbau
einer Kathodenstrahlrohre ist in Abbildung 1.29 gezeigt. Dabei werden Elektronen erzeugt
(s.u.), durch eine positive Spannung beschleunigt und eventuell in einem Magnetfeld abge-
lenkt bzw. fokussiert.

Abbildung 1.30 zeigt eine haufig verwendete Methode zur Erzeugung freier Elektronen im
Vakuum, die Gliihemissionskathode. Dabei wird der emittierte Strom js; im Wesentlichen
durch die Austrittsarbeit W, = eU, und die Temperatur T bestimmt. Es gilt

o = AT? ¢=¢Ua/bT

. Typsche Werte von W, und A sind in Tabelle 1.31 zusammengestellt.

Auflerdem gibt es noch die Feldemission (s.0) und den Photoeffekt von Metallen. Diesen
werden wir spater genauer diskutieren, da er ein quantenmechanischer Effekt ist (siehe 1.4).
Ein letzter wichtiger Effekt ist die Sekundéarelektronenemission aus Festkorpern. Dabei treffen
Elektronen auf Festkorper und 16sen weitere Elektronen heraus. Die Anzahl der Sekundér-
elektronen ist dabei eine Funktion der Art der einfallenden Teilchen, der Energie, des Winkels
und des Materials. Beispiele finden sich in der Tabelle 1.3. Eine wichtige Anwendung dieses
Effekts ist der Photomultiplier (s. 1.32) zur Elektronenvervielfiltigung.
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:| Leuchtschirm
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Kathodenstrahlen

= Elektronen

Pumpe

e T>~4| Anode
—— “‘
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lu, /

Material

Barium
Wolfram-Barium
Wolfram-Césium
Thorium
Tantal
Wolfram
Nickel
Thoriumoxid

A/(Am—2K™2)

~10%
~3.10*
6-10°
5,5.10°
(1,5-15)-10°
(3—130) - 10°
(3-8)-10*

Material Wo/eV  A/Am~'K—?
Barium 2,1 6 x 10*
Wolfram-Barium 1,66 ~1x10*
Wolfram-Césium 1,4 ~ 3 x 10*
Thorium 3,35 6 x 10°
Tantal 4,19 5.5 x 10°
Wolfram 454  1.5-15 x 10°
Nickel 491  3-130 x 10°
Thoriumoxid 2,6 3-8 x 10*

Abbildung 1.29: Schematischer Aufbau einer
Kathodenstrahlrohre (Quelle: Nach Vorlage von
[Dem09, S.31])

Abbildung 1.30: Schematischer Aufbau einer
Gliithemissionskathode (Quelle: Nach Vorlage von
[Dem09, S.33])

Abbildung 1.31: Typische Werte fiir
A und W, (Quelle: Nach Vorlage von
[Dem09, S.33])

Tabelle 1.3: Austrittsarbeiten W, = eUa
und Stromdichte- Emissions-Koeffizienten A eini-
ger gebrauchlicher Glithkathodenmaterialien (aus
[Dem09, Seite 34, Tabelle 2.3])
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Abbildung 1.32: Sekundérelektonenvervielfacher (Photomultiplier) (Quelle: Nach Vorlage von

[ , 5.35])
a) b)
A O e (B A
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| — " A A
hv+A= At +e”
Abbildung 1.33: Uberblick iiber die Ionenquellen (Quelle: Nach Vorlage von | , S.37))

c)

lonenquellen

Fiir einen Uberblick iiber die verschiedenen Ionenquellen siehe Abbildung 1.33. Es gibt

d)

e Elektronenstoffionisation

e lonenstofs- /Neutralteilchenstofionisation - sie ist thermisch aktiviert, passiert bei hohen
Temperaturen im sogenannten Plasma-Zustand.

e Ladungsaustausch

e Photoionisation - durch Absorption von UV-Licht mit einer Energie, die grofer ist, als
die Bindungsenergie des Elektrons. Dann fliegt das Elektron weg, wihrend das positive
Ton zuriickbleibt.

Historische Experimente zur Ladungsverteilung in Atomen

Ladungsverteilung nach Thomson
Jedes Atom besteht aus Z Elektronen und Z positiven Ladungen, ist also insgesamt neutral.

Diese sind homogen innerhalb der atomaren Kugel verteilt, d.h. n_ =ny = 3
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do |
dQ
\\ Eyin = 5MeV
\
\
|
|
104~ |
\ Thomson
I
I
|
108 - 1
|
| Rutherford oc sm+(g)
I
102 I |
I
|
1
‘\
10 =
\
\
| AN Abbildung 1.34: Vergleich der Streuung nach
| | | | | | 1 >

Thomson und Rutherford(Quelle: Nach Vorlage

40 80 120 160 J/° von | ,S.72))

Wenn man die Streuung von a-Teilchen an einem solchen Thomson-Atom berechnet, fin-
det man eine Abhéngigkeit des differentiellen Streuquerschnitts 3—5 vom Streuwinkel 6 wie
in Abbildung 1.34 gestrichelt gezeigt. Die a-Teilchen werden in diesem Modell relativ wenig
abgelenkt, z.B. ist bei Ey,(a—Teilchen) = 5 MeV und Streuung an Gold-Atomen © = 0.63 °.

Ladungsverteilung nach Rutherford

Mit seinem beriihmten Versuch (Abb. 1.35) fiihrte Rutherford Messungen der Ablenkwin-
kelverteilung durch und fand (siehe Abb.1.34) sehr viel mehr Streuung bei grofen Winkeln
als im Thomsonmodell erwartet. Betrachtet man das Problem der Streuung eines geladenen
Punkt-Teilchens (Ladung g, Masse m,,) an einem anderen geladenen Punktteilchen (Ladung
@, Masse my), hier ¢ = 2e, Q = Ze, reduzierte Masse p = K mit Fyg, = %v%, SO

Mmea+m
ergibt sich "
do L[ 4@ !
dQ2 - 4 471'60,&2}8 sjn4g
(sieche Ubungsaufgabe)

Dies stimmt sehr gut mit den Daten (Abb. 1.34) tiberein.

Die a-Teilchen werden hauptsichlich am ,schweren Kern gestreut, die Streuung an Elek-
tronen ist vernachléssigbar. Daraus folgt, dass die Ladung @) = Ze tatsdchlich nahezu auf
einen Punkt im Inneren (Zentrum) des Atoms konzentriert ist. Diesen Ort bezeichnen wir
als Atomkern. Damit folgt, dass das Thomsonsche Modell definitiv falsch ist!

Allerdings gibt es auch Abweichungen vom Rutherfordschen Modell, und zwar bei grofer
Energie und grofen Winkeln 6 (s. Abb. 1.36). Sie riithren daher, dass die a-Teilchen sich
bei hohen Energien dem Kern so stark anndhern kénnen, dass sie ihn als harte Kugel mit
endlichem Radius wahrnehmen (Hartkugelstofs) und daher stédrker zu grofen Streuwinkeln
abgelenkt werden als bei der reinen Coulombstreuung an Punktteilchen erwartet.

Eine genaue Beschreibung der Bewegung der Elektronen um den Kern benétigt die Quan-
tenmechanik.
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Abbildung 1.36: Abweichungen von Rutherfordgesetz bei bei grofen Streuwinkeln (kleinen Di-
stanzen) und grofen Teilchenenergien. a) Teilchenbahnen, b)Abweichungen vom differentiellen
Streuquerschnitt fiir reine Coulombstreuung bei Energien oberhalb 30 MeV bei 60 Grad Streu-
winkel, ¢)Winkelabhéngigkeit der gemessenen Streuung bei 10 MeV. (Quelle: | , S.68])
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1.2 Historisches zur Quantenmechanik

Eine Reihe von ndher zu besprechenden Experimenten gegen Ende des 19. Jahrhunderts
waren nicht mit den Gesetzen der klassischen Physik erkldrbar. Sie werden heute in der
axiomatischen Formulierung der Quantenmechanik (durch Heisenberg 1925 und Schrodinger
1926) erkléart. Diese Experimente waren

e Planck: Energieverteilung der Strahlung eines schwarzen Koérpers (1900) entspricht
Quantisierung der Energie

e Einstein: Photoelektrischer Effekt (1905) fordert Lichtteilchen = Photonen mit Energie
E=hv

e Comptoneffekt (1921) zeigt die Streuung von Photonen an freien Elektronen

e Doppelspaltexperiment mit Licht (T. Young 1802) ergibt granulares Muster bei kleinen
Intensitdten und ein Interferenzmuster bei groferen Intensitiaten. Dies ist nur erklarbar
durch die Wellennatur des Lichts und wenn man annimmt, dass Photonen Teilchen
sind. Dieses Experiment ist das Prototypexperiment zum Test des sogenannten Welle-
Teilchen-Dualismus.

e die Beobachtung diskreter Spektrallinien in Absorption und Emission von Licht durch
Atome (Balmer 1885, Lyman 1906) fiihrten N. Bohr zur Einfiihrung seines Atommo-
dells (1913), das Annahmen enthélt, die im Widerspruch zur klassischen Physik sind.
Die Erweiterung des Bohrmodells durch Sommerfeld (1917) erlaubte die Quantisierung
auch anderer Systeme (z.B. harmonischer Oszillator) und schlug die Briicke zu Plancks
Quantisierung der Hohlraumstrahlung

e Louis de Broglie postulierte 1923 dass auch materielle Teilchen Welleneigenschaften
haben. Dies wurde 1928 durch Davisson und Germer bei Elektronen bestétigt.

Der Welle-Teilchen-Dualismus existiert sowohl fiir klassische Wellen (wie die elektromagne-

tischen) und Teilchen. Ein Teilchen mit der Masse m, der Energie £ = % und dem Impuls
p entspricht einer Welle mit Kreisfrequenz w, Wellenlénge A nach der de-Broglie-Beziehung

E = hw ngzhk

mit h = % = 1.0545716 x 10734 Js. Energie mal Zeit ergibt Wirkung. h nennt man redu-
ziertes Plancksches Wirkungsquantum

1.3 Plancksches Strahlungsgesetz

1.3.1 Definitionen

Intensitdt Die Intensitit der elektromagnetischen Welle (=Energiestromdichte=Poyntingvektor)
ist definiert durch
je=uc=8=ExH

mit der Energiedichte u in der Einheit J-m~3. Die Intensitéit EE hat die Einheit Wm ™2,
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Abbildung 1.37: Erzeugung von Hohlraum-
0 [ ” strahlung in einem Wiirfel der Kantenldnge L mit
leitenden Wénden.

Y

Leistung Die Leistung auf einen Empfanger der Flache F' ist gegeben durch

P = / SdF.
F

Emissionsvermégen Das Emissionsvermogen einer Quelle der Leistung P und der Fliache F

ist definiert durch

dP
E=—.
dF

Schwarzer Koérper Der schwarze Korper ist ein Korper mit einer Oberflache, die alle Strah-
lung absorbiert, d.h. der Absorptionskoeffizient ist A = 1 fiir alle Wellenldngen .
Wegen R+ A =1 ist der Reflektionskoeffizient R = 0 fiir alle A. Das heifst aber nicht,
dass der Korper keine Strahlung emittiert!

1.3.2 Herleitung des Planckschen Strahlungsgesetzes

a) Quantitative Beschreibung der Hohlraumstrahlung

Betrachte einen kubischen Hohlraum mit der Kantenléinge L. Die Wéande seien leitend, d.h.

=

Ej

=

= B

= En‘

~0. (1.1)

xz=0,L y=0,L 2=0,L

Aus den Maxwell-Gleichungen fiir das Vakuum ergibt sich die Wellengleichung

- 1=
2 —

V°E — C—QE =0 (1.2)
mit dem Laplace-Operator A = V2 = 92 + 3?3 + 02. Eine Losung dieser partiellen Differen-
tialgleichung erhalten wir mit dem Separationsansatz

N cos(kyx) sin(kyy) sin(k, z)
Egy(78) = agy(t) | <0 sin(ko) cos(hyy) sin(k.2) | . (1.3)
N sin(kgx) sin(kyy) cos(k, z)

Aus den Randbedingungen (1.1) erhalten wir fiir k die folgenden Bedingungen

s s s

k‘x = —Ng, ky = Zny, k‘z = Z

7 Ny Ng, Ny, Mz € N (1.4)
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Aus der Maxwellgleichung V-E=0 folgt

ek +5 k: + &7 k- E}\-E:O, (1.5)

mit der Polarisation £%,. Fiir jedes k gibt es zwei mogliche Polarisationrichtungen, die wir
mit A = 1,2 bezeichnen. Einsetzen von (1.3) in (1.2) ergibt

1

2 s
—k GEA — 6—2(1];)\ = 0. (1.6)
Definiere w;: := ck, dann gilt
.. 2
Afx = “WEA%EN (L.7)

d.h. jede Mode es elektromagnetischen Feldes kann als harmonischer Oszillator aufgefasst
werden. Klassisch gilt also

ag, (t) = ag, (0) cos(wy, ).

Die allgemeine Losung ist dann eine Linearkombination
=> Ep. (1.8)
kA
Fir die Energiedichte im elektromagnetischen Feld (Vakuum) gilt

u(i) = (50E(F)2 + ;B(f)?) . (1.9)

Mittelung iiber eine Wellenlénge ergibt

u=u(r) =
(M) =5 o

Z( 50“ Z T 606%\)
2 _.
=3 ZEOaEA =5 25;2» (1.10)
EX EX

wobei &, die Energie der Mode bezeichnet. Im Kontinuumslimes ersetzen wir die Summe
iiber die Wellenvektoren & durch das Integral, d.h.

%%;; <i>3/d3k.

Da wir nur den Oktanten k,, ky, k, > 0 betrachten, erhalten wir nur ein Achtel des Raumin-
tegrals und das Volumen pro k betriigt (Ak)? = ()3 (siehe (1.4)). Damit gilt

1 (L\? 1 [
A=1,2

E <€0E(7‘)2 4 13(77)2>
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Au(,T)

2

— e
Exp. U~ %ryahe kT

(Rayleigh- )
Jeans) / / (Wien)
> U

Im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur 17" nehmen wir ein isotropes, unpolarisier-
tes Feld an

Abbildung 1.38: Vergleich des Rayleigh-Jeans-
Gesetzes und des experimentellen Befundes.

(Ery)p = Er)p (1.12)
Damit gilt fiir die mittlere Energie im thermischen Gleichgewicht

w(T) = (u)p = 3 <§>34w‘1/2/dk:k2 (&) -

Der Faktor 2 kommt aus den gleichen Beitrdgen der beiden Polarisationen, der Faktor 4w
aus der Integration iiber den Raumwinkel (Isotropie). Mit w = 27 = ck folgt k = 27”1/ und
mit L3 = V gilt dann

(T = SC;T/OOO A (E,)y = /OOO dvu(v, T), (1.13)

mit der spektralen Energiedichte

BT,

u(v,T) = —=v* (&) (1.14)

3
(Ev)p ist die mittlere Energiedichte einer Mode mit Frequenz v bei der Temperatur T'. Der
andere Faktor, die Zustandsdichte, beschreibt die Anzahl der Zustéinde (87/c®)v2dv im In-
tervall [v, v + dv]. (£,), betrigt klassisch nach dem Aquipartitionsgesetz (€, ), = kgT (vegl.
Ubung). Damit folgt dann das Gesetz von Rayleigh-Jeans

u(,T) = S2 02T, (1.15)
C

b) Plancksches Strahlungsgesetz

Das oben diskutierte klassische Modell hat einige Probleme. Zum einen divergiert das Inte-
gral iiber die Strahlungsdichte (UV-Katastrophe), zum anderen passt das Modell nicht zur
experimentellen Beobachtung (vgl. Abbildung 1.38). Abhilfe schafft hier die Quantenhypo-
these.

Quantenhypothese: Die Energie einer elektromagnetischen Mode mit Frequenz v
kommt in diskreten Quanten der Energie hv vor. Die Energie eines Systems mit n
Quanten betrdgt also

E, = nhv.
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1.3 Plancksches Strahlungsgesetz

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein harmonischer Oszillator (eine Mode des elektronmagne-
tischen Feldes) in einem Zustand mit n Quanten befindet, ist proportional zum Boltzmann-
Faktor und betragt

&, hv -
pn = Cexp <_kBT> = Cexp <_nkBT> =: Opp.

Da die Wahrscheinlichkeit fiir die Summe aller Zustédnde gerade 1 sein soll, folgt C' =
(O pn) "', Die mittlere Energiedichte ergibt sich aus

(Ev)p = (nhv)p = (n)p hu.
Der Erwartungswert (n), fiir die mittlere Teilchenzahl betragt

S gy Sane

<n> = npn = o~ oz 0
P PLESS N

mit x = hv/kgT.
Fiir die Berechnung des Nenners stellen wir fest, dass dies eine geometrische Reihe ist und

erhalten )
—nr __ —z\n __
D= e =
n n

Der Zéhler ist gerade die Ableitung des Nenners,

d d 1 1
—nr _ _ —-nr _ _ = -z 1.16
D> me DL el e L (1.16)
n n
Insgesamt erhalten wir die so genannte Bose-Einstein-Verteilung
e " 1
n)on = = ) 1.17
M = T = ) (1.17)

Damit gilt fiir die mittlere Energiedichte

hv
Ep=—F— (1.18)
exp(kBT) -1
Einsetzen in (1.14) ergibt die folgende spektrale Energiedichte
h
u(v,T) = S%,’TﬁT . (1.19)
¢ exp(zig) — 1

Dies ist die Plancksche Strahlungsformel.
Im Grenzfall kg7 > hv lasst sich die Exponentialfunktion entwickeln als

exp(z) = 1+ + O(z?),

und wir erhalten mit

das Gesetz von Rayleigh-Jeans (1.15).
Im Grenzfall kgT' < hv dominiert die Exponentialfunktion den Nenner und wir erhalten mit

u(v, T) =~ 8—;y3hexp <—hl/>
c

das Wiensche Strahlungsgesetz.
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K S~ kT
~ ef% ,' , hv
N I /
[T K _ kﬁi
Abbildung 1.39: Plancksche Strahlungsformel
B<1 Hohlspiegel
N /‘ \/ R=1
Schwarz
Quelle Empfénger

Abbildung 1.40: Experiment zur Ermittlung

\ _/ des Zusammenhangs zwischen Emission und Ab-

sorption eines schwarzen Korpers

Spiegelnd R =1

Schwarz R =0
Abbildung 1.41: Lesliewtirfel

1.3.3 Experimente zum Plankschen Strahlungsgesetz
a) Emission und Absorption des schwarzen bzw. grauen Korpers

Den Zusammenhang zwischen Emission und Absorption des schwarzen Korpers untersuchen
wir mit dem in Abbildung 1.40 skizzierten Experiment. Alle von der Fliache F; des Korpers 1
emittierte Strahlung féllt in dieser Anordnung auf Kérper 2. Korper 2 ist ein idealer Absorber,
Ag =1, dessen Temperatur gemessen wird (,,Bolometer).

Korper 1 ist ein sogenannter Leslie- Wiirfel (Abb. 1.41). Wird nun Korper 1 aufgewérmt /abge-
kiihlt, so wird auch Korper 2 wiarmer /kilter. Allerdings wird Koérper 2 deutlich wérmer, wenn
die schwarze Flache emittiert. Damit emittiert die schwarze Fliache mehr als die spiegelnde
Flache.

b) Gedankenexperiment von Kirchhoff

Der Versuchsaufbau des Gedankenexperiments von Kirchhoff ist in Abbildung 1.42 gezeigt.
Wir warten das thermische Gleichgewicht ab. Dann féllt die gesamte vom schwarzen Koérper
abgestrahlte Leistung P; auf den grauen Korper. Es gilt

P, = E(T) - F,

mit dem Emissionsvermégen F, des schwarzen Korpers.
Der graue Korper reflektiert den Anteil (1 — A,) davon, d.h. der schwarze empfingt die
Gesamtleistung

Py =(1—Ag)Es(T)Fs + Ey(T)F,
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1.3 Plancksches Strahlungsgesetz

geschlossener
L~ Kasten

~ innen
verspiegelt

schwarzer Kérper grau Abbildung 1.42: Gedankenexperiment von
Kirchhoff

absorbierende Wande
im thermischen Gleich-
gewicht bei Temperatur T

Strahlung

<“— NN~ e.m. Feld

— Energiedichte u
kleine

Offnung

Abbildung 1.43: Hohlraumstrahlung

mit der Eigenemissivitit F, des grauen Korpers. Im Gleichgewicht gilt P, = P,, damit der
zweite Hauptsatz der Thermodynamik gilt. Falls die Flichen gleich grof sind (Fs = Fy), so
erhalten wir iiber

EJF, = (1= Ay)E.Fs + E,F,

das Kirchhoffsche Gesetz
E, = AJE;.

Daraus folgt
o Wegen A, <1 ist die Emissivitat des schwarzen Korpers maximal.

e Emissivitdt und Absorption eines (grauen) Korpers sind einander proportional (Eg =
const).

e Fiir schwarzen Korper 2 (A, = 1) sieht man, dass E, die Strahlungsdichte des Strah-
lungsfeldes ergibt.

c) Hohlraumstrahlung

(Edison US-Patent 1880) Prinzipieller Versuchsaufbau: Der schwarze Kérper wird durch einen
Kasten mit der Temperatur T realisiert, die Emission der Strahlung durch ein kleines Loch
wird als Funktion der Wellenldnge und der Temperatur gemessen. Die Hohlraumstrahlung
ist im thermischen Gleichgewicht mit den schwarzen Wéanden. Im Demonstrationsversuch
(vgl. Abbildung 1.44) wird die Abstrahlung einer heiften Glithbirne vermessen.

Wir finden die Spektren aus Abbildung 1.45 und Abbildung 1.46. Man sieht:

(a) AmaxI = const = 2.9 mmK. Dies ist das Wiensche Verschiebungsgesetz
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héhenverstellbar
durch Motor
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Abbildung 1.44: Versuch zur Messung der Hohlraumstrahlung

10%- 8/ (W-m=2nm~"sr7")
\

12000K

A/nm

Abbildung 1.45: Spektrum der Hohlraumstrah-
lung (Quelle: Nach Vorlage von | , S.81])

500 1000 1500

(b) Bei A > Apax, d.h. kleinen Frequenzen v gilt das Rayleigh-Jeans-Gesetz

dFE V2
& Y kr
dv c3k
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1.4 Photoelektrischer Effekt
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Abbildung 1.46: Links: Planckspektrum bei zwei verschiedenen Temperaturen. Rechts: Ver-
gleich des Planckspektrums mit dem Rayleigh-Jeans Gesetz (Quelle: Nach Vorlage von |
S.78,79])

)

—|Uﬁ_ —|Uﬁ_

Licht Zinkplatte - + Zinkplatte
Ve Ve Ve Ve o e~
e /Elektrometer /Elektrometer
Abbildung 1.47: Versuchsaufbau Photoeffekt (Quelle: Nach Vorlage von | , S.63])
(c) Bei A < Amax gilt
v
£ (o)
(v) ~exp (-« T
mit o = 4.8 x 10711 K/Hz
(d) Integrale Emissivitét
E(T) =oT"

nach dem Stefan-Boltzmann-Gesetz mit o = 5.67 x 1078 W.m—2.K~*

1.4 Photoelektrischer Effekt

Die durch die Plancksche Deutung der Hohlraumstrahlung postulierte Energiequantisierung
der Hohlraumstrahlung bewies noch nicht die Existenz von Quasiteilchen der elektromagne-
tischen Strahlung. Diese (Photonen genannten) Quanten wurden erst durch den Photoelek-
trischen Effekt und den Comptoneffekt direkt nachgewiesen.

Hallwachs und Hertz fanden 1888 bzw. 1887, dass sich eine elektrisch aufgeladene Platte
durch Bestrahlung mit Licht entldd, sofern - und nur dann - sie negativ geladen ist (De-
monstrationsversuch).
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(/0/)’

Photokathode

Abbildung 1.48: Versuchsaufbau zur qualitati-
ven Auswertung des Photoeffekts. (Quelle: Nach
Vorlage von | , S.63])

Zinkplatte
\ / 1cm?

1 im

/.

Abbildung 1.49: Skizze zur Berechnung des
klassischen Photoeffekts

Einige der iiberschiissigen Elektronen bei negativer Aufladung werden durch Licht aus dem
Metall herausgeschleudert. Bei positiver Aufladung werden eventuell freigesetzte Elektronen
durch die positive Ladung angezogen und daran gehindert, das Metall zu verlassen.

Zur quantitativen Analyse der Photoeffekts, d.h. wieviele Ladungen als Funktion der Lichtfre-
quenz v, der Lichtintensitéit /7, und dem verwendeten Material freigesetzt werden verwendet
man den Versuchsaufbau wie in Abbildung 1.48 gezeigt.

Was wiirden wir klassisch erwarten?
Eine Lichtquelle strahlt mit der Intensitét I, auf eine absorbierende Fldche F'. Dann betrigt
die absorbierte Lichtleistung

P =1I.F.

Die Eindringtiefe in das Metall betrégt etwa eine Wellenldnge A. Im Volumen V = FA
befinden sich etwa N = nF'\ Elektronen, wobei n die Elektronendichte ist. Wir verteilen
nun die absorbierte Energie P; At im Zeitintervall At gleichméfig auf alle Elektronen, d.h.
pro Elektron haben wir die Energie

_ PAt IpAt

AW .
N n

Damit ein Elektron das Metall verlassen kann, muss es die Austrittsarbeit W, iiberwinden,
d.h. das Kriterium zum Auslosen eines Elektrons ist AW > W,,.

Betrachten wir nun eine 60 W-Gliihbirne (Strahlungsmaximum A = 1000 nm), die ein Zink-
plittchen (Austrittsarbeit W, = 4 eV, Elektronendichte n = 10?3 cm ™2, Fliche F' = 1cm?)
im Abstand d = 1m beleuchtet (Abbildung 1.49). Da eine Gliihbirne nur wenig Leistung
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1.4 Photoelektrischer Effekt

als Licht abstrahlt, rechnen wir mit einer Lichtleistung Pgignbirme von 1 W. Dann betragt die
Intensitat
I Pgignbirne
g = e
A d?

Auf F fallt die Leistung I, - F = 8 x 1079 W. Diese wird von Np = nF\ Elektronen absor-
biert, was eine Leistung von

=80 x 1073 W-m™ 2.

¢ Np Fn\ n)
pro Elektron ergibt. Dies entspricht 5 x 107%eV-s~!. Damit erhalten wir die minimale Zeit
Atpmin, bis die Elektronen ausgelost werden

W 5
Atmin = — =8 x 10 s.
PE X S

Man miisste also lange warten, bis die ersten Elektronen herauskommen. Tatséchlich tritt
der Photoeffekt aber viel schneller ein.

Quantitative Untersuchung des Photoeffekts durch Lennard 1902

Messung der kinetischen Energie der Elektronen durch die Gegenfeldmethode (Abbildung
1.48). Man bestimmt die maximale Gegenspannung Upax, die die Elektronen gerade noch
durchlaufen kénnen (eUpax = %v2). Die Ergebnisse sind in Abbildung 1.50 gezeigt.

Zu deren Deutung wird die Lichtquantenhypothese benéctigt.

Lichtquantenhypothese: Photonen sind Quanten des elektromagnetischen Feldes.
Das Photon besitzt die Energie hv.

Es gilt dann hv > hvg = W, = eU4 mit der Austrittsspannung Uy. Der Uberschuss der
Photonenenergie hv iiber W, geht als kinetische Energie auf das emittierte Elektron iiber.

1
imvz =hv —eUy = eUpax

Durch Messung von Upyax in Abhéngigkeit von v kénnen wir durch die Beziehung

h
Upax = —v —Uyx
e

den Quotienten h/e genau bestimmen. In Tabelle 1.4 finden sich einige experimentelle Werte.
Mit dem selben Experiment kénnen wir mit Hilfe von v, bzw. U4 auch die Austrittsarbeit
der Elektronen messen. Die Werte einiger Metalle finden sich in Tabelle 1.5.

Anwendung findet der Photoeffekt als Detektor fiir Photonen, da der Photostrom Ig ein
Makfiir die Lichtintensitat ist. Man spricht auch vom duferen Photoeffekt an freien Elektro-
nen.

Es gibt auch den inneren Photoeffekt in Halbleitern, wenn Elektronen ins Leitungsband
gehoben werden und in Kernen, was zur Emission von Kernbestandteilen (z.B. a-Teilchen)
fiihrt.
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f > U
VGrenz

(a) Unterhalb einer Grenzfrequenz vg des
Lichts gibt es keinen Photostrom. v¢ héngt vom
Material ab.

/ Lichtintensitat P

Vd

Umax

(b) Oberhalb der negativen Spannung Umax
taucht ein Photostrom [ auf. Er nimmt mit U
zu, bis zu einem Sattigungswert Is.

Umax 4
Is A
Steigung 2
0 , >
7/
I//
Ua P

(c) Die kinetische Energie der Elektronen nimmt
linear mit v zu (gemessen durch Umax), nicht aber
mit der Lichtleistung, wie man klassisch erwarten
wiirde.

(d) Is steigt linear mit der Lichtleistung P an.

Abbildung 1.50: Auswertung des Photoeffekts

Metall Ug ineV  Ag in nm

Li 2.46 504

Ainnm  Upax in V Na 2.28 543
578 0.93 K 2.25 551

546 1.09 Rb 2.13 582

493 1.30 Cs 1.94 639

436 1.50 Cu 4.48 277

405 1.62 Pt 5.36 231

Tabelle 1.5: gemessene Werte der Aus-
trittsarbeit fiir verschiedene Metalle

Tabelle 1.4: Werte des Experiments zur
Bestimmung von h/e

1.5 Compton-Effekt

Als Strahlungsquelle wird nun nicht sichtbares Licht einer Lampe, sondern die sehr viel
hoherenergetische Strahlung einer Rontgenrchre benutzt, z.B. Cu K,-Strahlung mit A =
0.154nm. hv ist also ungefihr 103-fach hoher als fiir sichtbares Licht. Die Energien sind
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Abbildung 1.51: Comptoneffekt (Quelle: Nach Vorlage von | , S.87])

also im keV-Bereich oder hoher, also viel grofer als die Bindungsenergie der Elektronen im
Atom (wir werden Ep = 13.6eV fiir Wasserstoffatome im Bohrschen Atomodell sehen). Der
Comptoneffekt (1922 nach A.H. Compton) ist die Streuung von Photonen an freien bzw.
schwach gebundenen Elektronen.

Neben der rein elastischen Streuung (wie die Rayleighstreuung an massiven, schweren Streu-
ern, die keine Energie aus der Lichtwelle ibernehmen) beobachtete Compton eine inelasti-
sche Komponente. Bei kleineren Photonenenergien (groferes ) taucht ein zweiter Peak in
der Intensitét auf (s. Spektrum in Abbildung 1.51) dessen Position vom Beobachtungswinkel
abhéngt.

Man beobachtet eine Wellenldngenverschiebung

AN = Ao (1 — cos ),
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wobei ¢ der Streuwinkel des Photons und Ac = 2.42 x 1072 m die Comptonwellenléinge ist.
In diesem Gesetz taucht die Wellenldnge der einfallenden Strahlung nicht auf!

Die Erklarung des Comptoneffekts ist einfach im Bild der inelastischen Streuung eines Teil-
chens (Photon, Energie £ = hv, Impuls p = hk = h%) an einem ruhenden Elektron, welches
aufgrund von Energie- und Impulserhaltung nach dem Stofwegfliegt.

Da das wegfliegende Elektron bei grofsen Photonenenergien sehr schnell sein kann, miissen
wir relativistisch rechnen. Mit der Energieerhaltung gilt

hv + moc® = hv' + mec? (1.20)

wobei links die Energie des einfallende Photon der Energie hv und des ruhenden Elektrons vor
dem Stofsund rechts die des inelastisch gestreuten Photons und des wegfliegenden Elektrons
mit der bewegten Masse m. steht.

Aus der Impulserhaltung folgt fiir die Komponenten

h /
Py Oz—ysingo—mevsine
c
h h'
Dy : W —Vcosng- mev cos 6 (1.21)
c c

Setze Av := v — v/ und benutze die relativistische Massendanderung m, = mg(1 — Z—;)*% fur
(1.20). Quadrieren und Umformen dieser Gleichung ergibt

v2

h2AV? + 2mocthAv = mict (1.22)

2 — 12

Durch Einsetzen von (1.21) und unter Verwendung von sin? ¢ + cos? ¢ = 1 erhalten wir

2

20N, 2 2 4
h*(Av® +2v(v — Av)(1 — cosf)) = mic 22

= moc*hAv = h*v(v — Av)(1 — cos )

mit
Ar=|S-—°

v v—Av

_ cAv
vy — Av)

folgt wie oben beobachtet

AN = L(1 —cosp) = Ac(1 —cosp)

moc

mit der Comptonwellenldnge A\, = mfgc. Damit gilt

hve = moc? = 511keV
Dies ist eine alternative Methode zur Bestimmung von A und der Teilchencharakter des

Photons wurde ein weiteres Mal bewiesen.
Man kann auch die Energie und den Impuls des Elektrons berechnen (siehe Ubungsaufgabe).

Nachdem wir nun iiberzeugt sind, dass Licht aus Photonen besteht, bleibt die Frage nach

den Interferenzeffekten, die in der klassischen Optik mit Hilfe von E und H der Welle allein
beschrieben wurden, z.B. das Doppelspaltexperiment.
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Abbildung 1.52: Doppelspaltexperiment mit
Photonen (Quelle: Nach Vorlage von | ,
S.91])

Abbildung 1.53: Bei kleinen Photonenfliissen
wird das zuféllige Auffallen der Photonen auf
dem Film beobachtet, erst bei groffen Fliissen er-

gibt sich die klassisch erwartete mittlere Intensi-
tat des Bildes (Quelle: | , S.91])

Bei Durchfiihrung mit sehr kleinen Intensitdten (sodass immer nur ein Photon zwischen
Quelle und Detektorschirm gleichzeitig fliegt), findet man einzelne detektierte Events (von
jedem Photon), deren Position nicht vorhersagbar ist. Erst nach vielen Events ergibt sich
eine Verteilung, die die bekannten Interferenzstreifen abbildet (s.Abb. 1.52). Abb. 1.53 de-
monstriert in dhnlicher Weise die granulére Natur der Intensitét bei kleinen Photonenfliissen.
Wir schliefen daraus, dass die klassische Intensitatsverteilung der Welle als Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit der Photonen interpretiert werden kann.

1.6 Eigenschaften des Photons

(in Verbindung mit den klassischen Grofen der elektromagnetischen Welle, die wir im letzten
Semester kennengelernt haben)

Intensitit der elektromagnetischen Welle I = cwenm = cegE? mit der Energiedichte wem

37



1 Atomphysik

. . . Rechts zirk. pol. Licht
links zirk. pol. Lich =
E ks zirk pol. Liont E Linksschraube
- Rechtsschraube r E baol. B
X K fr E bzgl. K Ur E bzgl.

ot o~

Abbildung 1.54: Drehimpuls des Photons

entspricht einem Photonenstrom

N = ﬁ = nc
mit der Photonendichte
- 80E2
- hv
Impuls des Photons ist
h
p="Y — hk
Damit ist der Impuls der Welle
I = nhk = —o
c

Drehimpuls Bei Absorption eines Photons durch ein Atom andert sich dessen Drehimpuls
um h = % Wegen Drehimpulserhaltung hat das Photon den Drehimpuls S = &
Der E-Vektor von bei Blickrichtung gegen k linkszirkular (07) polarisiertem Licht
beschreibt eine Rechtsschraube, und entsprechend bei rechtszirkularpolarisiertem Licht
eine Linksschraube. Linear polarisiertes Licht hat den Drehimpuls 0.

Masse des Photons kann formal durch

E  hv
E:m62:>m:—2:—2
c c

definiert werden. Damit hat das Photon die Ruhemasse mg = 0!

Die Masse des Elektrons hat messbare Auswirkungen. Andert ein Photon seine Position in
einem Gravitationspotential @ = gh von h; auf he (hy > h1), so ergibt sich eine Anderung
der Energie von

hv

AW = mAdg = Cj(qm(hz) — ®g(h2)) = hAv
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1.7 Wellencharakter von Teilchen

Fyin in €V Elektronen Neutronen He-Atome

0.03 70.9 1.65 0.83
1 12.3 0.28 0.143
1 x 10% 0.123 0.003 0.001

Tabelle 1.6: De Broglie-Wellenlingen A in 1 x 1071%m = 1 A fiir Elektronen, Neutronen und
Heliumatome bei verschiedenen Energien Ey;, (nach | , Seite 93, Tabelle 3.2.])

und damit eine Abnahme der Energie (sprich Frequenz) um

< A@G)
Vo = 11 1-— 3
C

Av  Adg

v c?

fir g = 9.81m-s~!, hy — h; = 20m ergibt sich % = 2.5 x 10715, Diesen Effekt nennt man
auch Rotverschiebung. Bei Licht von der Sonne zur Erde betriagt % =5x107"7.

1.7 Wellencharakter von Teilchen

De Broglie (1925): Die fir Photonen giiltige Beziehung zwischen Impuls (Teilchen-
charakter) und Wellenvektor (Wellencharakter) des Photons p= hk sollte auch fir
massive Teilchen gelten, z.B. Elektronen, Neutronen, Atome, Cgg, ...

h i h
o P Comv vV2mEL,

Diese Wellenldnge nennt man De-Broglie-Wellenldnge.

Fiir durch U beschleunigte Elektronen gilt Ey;, = eU, d.h.

Zahlenbeispiele finden sich in Tabelle 1.6.

Die de-Broglie-Beziehung wurde 1926 von Davisson und Germer mit dem in Abbildung 1.55
skizzierten Versuchsaufbau nachgewiesen. Die Elektronen werden durch die Gitterebenen im
Kristall nach der bekannten Bragg-Beziehung 2dsinf/2 = mA (m = 0,1,2,...) um den
Winkel 0 abgelenkt (d.h. gebeugt). A ist die de-Broglie-Wellenlénge des Elektrons.

Wie bei der Rontgenbeugung ergeben sich mit dem Debye-Scherrer-Verfahren (vgl. Abb.
1.26) Diffraktionsringe (Abb. 1.56), die mit zunehmender Energie der Elektronen (kleineres
A) wegen der Bragg-Bedingung kleiner werden.

Auch die Beugungsfigur von Elektronen nach einer Kante zeigt Interferenzstreifen, genauso
wie die optische Interferenzfigur (Fresnel-Beugung) an der Kante (s. Abbildung 1.57).
Selbst deutlich schwerere Teilchen als Elektronen konnen in Beugungsexperimenten ihren
Wellencharakter zeigen. Als Beipiele seien die Beugung von He-Atomen an einem Doppelspalt
(s.Abb. 1.58) und einer stehenden Lichtwelle (s.Abb. 1.59) angefiihrt.
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1 Atomphysik

S~el Bragg-Diffraktion

Kristalline
Scheibe

Abbildung 1.55: Davisson und Germer Experi-
ment

Abbildung 1.56: Elektronenbeugung (links)
und Réntgenbeugung (rechts) an einem diinnen
Kristall (Quelle: [Dem09, S.93])

Abbildung 1.57: Lichtbeugung (a) und Elek-
tronenbeugung (b) an scharfer Kante (Quelle:
[Dem09, S.93])
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1.7 Wellencharakter von Teilchen

a)
Untergrund
A y
b)
_ S y
gebeugte Detektor
He*- Atomwelle e I
strahl |) -7 y
——— // .
——— -
§§§§§§§§§ ///
~~~~ Interferenz-
ebene
LI Sp
Sp
a)
einfallende stehende Phasenmodu-
Materiewelle  Lichtwelle lation der 24
Laser Materiewelle
> l _—— | Detektor
/
- e
[T,
Beugungs-
Laser ordnungen .

1.0

I
o

Atomstrahlintensitat N ()

0.0

-8 —4 0 4
Impulstbertragung Ap, = nhk

Abbildung 1.58: Helium-Doppelspalt: der
Helium-Atomstrahl trifft durch einen Spalt (Brei-
te 12 um). Die Atomwelle wird am Spalt gebeugt.
Doppelspalt im Abstand 64cm vom 1. Spalt,
Spaltbreiten 1 pym, Abstand 8 um. Es ergibt sich
die Interferenzfigur der Doppelspaltes wie bei
Photonen (Quelle: Nach Vorlage von | ,
S.93])

Abbildung 1.59: Ein paralleler Strahl von He-
liumatomen trifft auf ein periodisch modulier-
tes Lichtfeld (stehende Welle) von zwei entgegen-
gesetzt laufenden Laserstrahlen der Wellenldnge
Ar. In den Lichtbauchen konnen die Atome Licht
absorbieren. Zwei mogliche Interpretationen die-
ses Effekts:

(a)Wellenbild: Die Lichtwelle ist Phasengitter fiir
Materiewelle. Der "Brechungsindex"fiir Atome
ist periodisch in y-Richtung moduliert, da die
Atome im Gradient des E-Feldes des Lichts ei-
ne kleine Kraft erfahren, die rdumlich modu-
liert ist. Es treten Interferenzmaxima bei mAp =
%/\L sinf auf, m =0,1,2, ...

(b) Teilchenbild: Heliumatome und Photonen
machen Stéke: Der Impulsiibertrag in y-Richtung
der Photonen auf die Heliumatome betragt
Ap, = =£hkr durch Absorption jedes Photons
und Ap, = =£hkr durch stimulierte Emission,
insgesamt also Ap, = +£2mhky, = +2my mit
m = 0,1,2,... Nach dem Stofs fliegen die Heliu-
matome in Richtung tanf = 2";# = Zm%j R
sin @ (Quelle: Nach Vorlage von [I , S.94])
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2 Quantenmechanik

2.1 Die Schrodingergleichung

Bisher haben wir festgestellt, dass sich elektromagnetische Wellen wie Teilchen (Photonen)
verhalten und materielle Teilchen als Wellen (Materialwellen), dies bezeichnet man auch
als Welle-Teilchen-Dualismus. Jetzt wollen wir eine vereinheitlichte, quantitative Theorie
entwickeln, welche sowohl den Wellen- als auch den Teilchencharakter beschreibt.

2.1.1 Wellenfunktion: Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Wir suchen einen Zusammenhang zwischen Teilchen und Wellen und betrachten vorerst freie
Teilchen.

freies Teilchen ebene Wellen
vollstandige Beschreibung Impuls p Wellenvektor k
abgeleitete Grofen Energie E(p) Kreisfrequenz w = w(k)
(fiir massive Teilchen (Dispersion z.B. fiir elektro-
=2 F— ﬁ) magnetische Wellen
m’ 2m -
w = c|k])

Die Amplitude der Welle lasst sich schreiben als
U(7,t) = Cexp (Z(E = wt)) . (2.1)

U (7, t) nennt man auch Wellenfunktion.
Beim Vergleich von Teilchen- und Welleneigenschaften ergeben sich folgende Fragen

1. Wie ist der Zusammenhang zwischen p’ und k?
2. Was ist die physikalische Bedeutung von ¥?

Zunéchst zu 1: Wir wissen bereits, dass

7= hk (de Broglie) (2.2)
E =hv=hw (Planck/Einstein) (2.3)
h

mit den Beziehungen A = w = 2mv.

o
Setzt man dies in (2.1) ein, so erhélt man

U(F,t) = Cexp (i(F - 7 — E(B)t)/h) (2.4)
= Cexp (i(/} - E(E)t/h)) . (2.5)
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2.1 Die Schrédingergleichung

V=11 +12

zahlt
:I D Teilchen

.D

(z.B. Elektronen) /

Doppelspalt

Abbildung 2.1: Doppelspaltexperiment

Die Dispersion der Welle ist also gegeben als

B b — {h2k2/2m, m > 0 (Elektron, Atome) _ {p2/2m, m >0 ‘ (2.6)

hek, m = 0 (Photonen) cp, m =0

Zu 2: Die Antwort auf die zweite Frage ist die Wahrscheinlichkeitsinterpretation:

Teilchen Welle
Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Ort  Intensitdt* der Welle |1/ (7, )|
7 zur Zeit t (pro Volumen — Wahr-

scheinlichkeitsdichte)

Bemerkung: (i) ¥ wird aufgrund der Interpretation von |¥|? auch als Wahrscheinlichkeit-
samplitude bezeichnet.

(ii) Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens in einem endlichen Volumen V' betragt
sVt = [ EruirP
\%4
(iii) Normierungsbedingung:
/ d3r|W(7,t)|? = 1 fiir alle t, (2.7)
14
wobei V' das gesamte Volumen bezeichnet.
(iv) Beispiel: ebene Welle
|W(7,t)|? = |C|* = const

=VICP=1eC=

VV

d.h. der Impuls betragt p'= hE, aber der Ort ist vollig unbestimmt.
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2 Quantenmechanik
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Abbildung 2.2: Gaufisches Wellenpaket
Wie bestimmt nun die Quantenmechanik Teilchen mit genauer definiertem Ort?

Wellenpakete

Die Idee ist nun, ebene Wellen mit dem Superpositionspinzip linear zu iiberlagern. Mathe-
matisch liefert uns die Fourier-Transformation genau das Gesuchte. Sie kann jede Wellen-
funktion durch Uberlagerung von ebenen Wellen (mit verschiedenen E) erzeugen. Da k eine
kontinuierliche Variable ist, gehen wir von Summen zu Integralen iiber » ;- — S d3k:

S B3k .- (= . hK?
U(r,t) = / (QW)S\IJ(k) exp {2 <k 7= 2mt>} . (2.8)
Wir haben hier die Physiker-Konvention verwendet, die den Faktor (2m)3 bei der Riick-
transformation verwendet, statt (27‘()% bei Hin- und Riicktransformation. ¥ ist die Fourier-

Transformierte von ¥(7, ¢ = 0). Wir betrachten hier und zukiinftig nur noch den Fall m > 0.
Ein Gaufssches Wellenpaket (mit der Breite o) ist gegeben durch

(k) = Aexp (-W) : (2.9)

402

Mit Gleichung (2.8) berechnen wir (7, ) und dann |¥(7,t)|?. Der Trick dafiir ist eine qua-
dratische Ergéinzung, um zum Gauf-Integral zu kommen (Ubung in einer Dimension). Das
Ergebnis ist dann im Dreidimensionalen

(7 )2 = <27r1w(t)> exp <_W> . (2.10)

Wir wollen nun dieses Ergebnis diskutieren

1. Betrachten wir den Erwartungswert von 7, so gilt

(7 = /d?’rﬂ\I/(F,t)F —at, (2.11)

und das Wellenpaket bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit
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2.1 Die Schrédingergleichung

it

Abbildung 2.3: Das Wellenpaket bewegt sich mit der Geschwindigkeit v = hiko /m, wahrend

die Breite des Pakets mit w(t) zunimmt.

2. Das Wellenpaket ist im Ortsraum ebenfalls eine Gauffunktion mit der Breite w(t). Fiir

t =0 gilt

3. Das Wellenpaket zerfliefst fiir t > 0 wegen

2
w(t) = \/w(0)2 T (M?g)m) > w(0) =

(2.12)

1
—. 2.1
5 (2.13)

4. Die Unschérfe Ar; der i-Komponente des Orts des Teilchens betrégt (i = x,y, 2)

Arf = ((ri = (r)?) = w(t)?,

(t
Ar; = \/Ar2 = w(t) > QL fiir alle ¢. (2.14)

5. Fir t > w(O) gilt
hit

w(t) ~ 2w(0)m’

nicht wie bei der Diffusion (dort gilt w(t) ~ v/t) (vergleiche Ubung).

Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum, Heisenbergsche Unscharferelation (1)

Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir im Folgenden die Zeitabhéngigkeit weg. Die
Fouriertransformation (2.8) erhélt die Normierung (Quadratnorm)

3 9 d3k
[ = [ G

Dies ist das Parseval-Theorem (vgl. Ubung). Mit = hk gilt

1= [enuer = [ Slumr

d.h. wir kénnen |¥()|2/(2nh)? als Wahrscheinlichkeitsverteilung —

te im Impulsraum interpretieren.

(2.15)

Wahrscheinlichkeitsdich-
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2 Quantenmechanik

Abbildung 2.4: Gaufkurve im Impulsraum

Beispiel: Fiir ein Wellenpaket gilt mit py = hko

@) _ AP (5= pb)?
@rh)s — (2rh) P (‘ T ) (2.16)

Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert von p’
dgp = 2
= [ ——=p|U
0 = [ GV

3
- [ -l + [ Lo

Das erste Integral verschwindet, da U eine gerade Funktion beziiglich p' := p — py ist,
d.h. ¥(—p') = ¥(p). Damit ist p’¥(p’) eine ungerade Funktion und hebt sich daher bei
Integration iiber den ganzen Raum auf. Deshalb erhalten wir

%) = / G|V = i (2.17)

Die mittlere Schwankung in der Impulskomponente p; (i = z,y, z) betragt dann

Ap? = {(pi — (pi)*) = h?0® = 4wf2)2- (2.18)
Mit (2.14) erhalten wir
h
Ar; > w(0) = Ny
und nach Umformen die Heisenbergsche Unschérferelation
AriAp; > g : (2.19)

Diese hat folgende physikalische Bedeutung:

(i) Je genauer der Ort bestimmt ist, desto ungenauer der Impuls (und umgekehrt),
(ii) Ap =0 bei der ebenen Welle fiithrt zu Ar — oo,

(iii) der ,Phasenraum ist quantisiert* (vgl. Abbildung 2.5).
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2.1 Die Schrédingergleichung

A%
(NI

S

> X Abbildung 2.5: Heisenbergsche Unschérferela-
tion im Phasenraum.

2.1.2 Schrodingergleichung fiir freie Teilchen

In diesem Abschnitt wollen wir die Wellengleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude
U(7,t) (Wellenfunktion) finden. Dazu schreiben wir Gleichung (2.8) als Integral iiber p’ (statt

H
v = [ ol bpes (1 (5 - L)), 220)

wobei W() die Fouriertransformation von W(7,¢ = 0) ist, d.h. durch die Anfangsbedingung
vorgegeben. Wir versuchen nun den Ansatz

e = / (Qfgg@@ (_2rilh) pexp (h <ﬁ A fj%t)) |

c T _2 - r _@’ wp-r
P\ ) TP\ )T R U
o o . . oo 2 oo
V2 exp (zphr> _. (Vexp (zphr)> _ 7%6}{1) <zphr>
Damit konnen wir schreiben
0 ih d3p . 1 P>
—U(Ft) = —V? v —|p- 7= —t )
ot =5V /(27rh)3 () exp <h (p " om >>

Da das Integral gerade wieder W(7,t) ergibt, folgt die zeitabhingige Schridingergleichung fiir
freie Teilchen

Trick:

'hﬁ\y(* t) = —hiv%lf(* t) (2.21)
(3 8t r, = om T, . .

Bemerkung:
(i) Wir erhalten eine lineare, homogene, partielle Differentialgleichung fiir ¥(r,t)

(ii) Die Differentialgleichung ist erster Ordnung in ¢, d.h. fiir eine eindeutige Losung geniigt
als Anfangsbedingung ¥(7,t = 0). Die Newtonsche Mechanik bendtigt wegen mi =
F zwei Anfangsbedingungen, aber der Hamiltonformalismus erlaubt wegen % (p) =
F[(p)] ebenfalls eine Schreibweise, die nur eine Anfangsbedingung (im Phasenraum)
erfordert. Die Wellenfunktion W(7,¢) enthélt ebenfalls die Information tiber Ort und

Impuls. (Umrechnung durch Fouriertransformation)
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2 Quantenmechanik

(iii) Die Diffusionsgleichung lautet %(p(ﬁ t) = DV?@(7,t). Der einzige, aber entscheidende
Unterschied zur Schrodingergleichung besteht darin, dass D rein reell und i%/2m rein
imaginér ist. Bei der Diffusionsgleichung gibt es deshalb eine ausgezeichnete Zeitrich-
tung und die Breite des Wellenpakets #ndert sich mit /2.

(iv) Diese ,Herleitung® ist keine wirkliche Herleitung, sondern ein ,Erraten” der Wellenglei-
chung, die durch Experimente iiberpriift werden muss.

(v) Fiir eine allgemeine Dispersionsbeziehung FE(p) ldsst sich E(p) in eine Potenzreihe

entwickeln
o0

E(p‘) = Z annynngxpgypgz :
Nz Ny, =0
. . . . 2 .
Zum Beispiel gilt fiir E(p) = £, ca00 = co20 = coo2 = ﬁ und die anderen ¢y, n,n, = 0.
Dadurch kénnen wir einen Differentialoperator definieren durch
E(—Zﬁﬁ) = Z Cranyn. (_ih)nz+ny+nz e 8’;.7; o=
NgMyNz

Mit der gleichen Herleitung ergibt sich dann

L0 -
zha\I/(r,t) = E(—ihV)U (7, t) | (2.22)

Zeitunabhangige Schrédingergleichung fiir freie Teilchen

Mit dem Separationsansatz

fiir Gleichung (2.21) erhalten wir

. h?
Wh@tX:X(—z )VZ% U =9Yx#0
m
L Orx _ h? V2”¢ _ .
Zh7 = —%7 = const =: F.

Die Gleichung fiir x ldsst sich einfach 16sen durch [ f'/f = In(f), sodass gilt

() = Cy exp (Jgt) .

Die Gleichung fiir v schreiben wir um und erhalten die zeitunabhdngige Schrodingergleichung
fiir freie Teilchen

h2
—%V%ﬁ(ﬁ = Elﬁ(m : (2'23)
Die Lésungen der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung fiir freie Teilchen sind ebene Wellen
»(F) = Cy exp(ik - 7)
mit h?k%/2m = E. Damit ergibt sich wie gehabt E als Energie des Teilchens und die Wel-

I 7 9 t EJ:F ? m
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2.1 Die Schrédingergleichung

2.1.3 Allgemeine Form der Schrédingergleichung

Bisher haben wir die Schrodingergleichung fiir freie Teilchen ohne &duflere Kréfte betrachtet,
d.h. F = 0. Jetzt beriicksichtigen wir eine Kraft F(7) = —VV (7) mit dem Potential V(7).

Klassisch tritt das Potential in der der Hamiltonfunktion H (7, p,t) = % + V(7,t) auf. Nun
betrachten wir ein schmales Wellenpaket um 7, sodass sich V(') auf dessen Breite Ar nicht
stark é&ndert. Dann gilt lokal die Dispersionsbeziehung

2
o p " oo
E(7,p) = o + V(7,t) = H(",p,t)

und somit nach (2.22)

m%\y(ﬁ t) = H(7, —ihV, ) U (7 t) | (2.24)

Dies ist die zeitabhdngige Schrodingergleichung. Expliziter lautet diese

L0 R . .
zha\ﬂ(r,t) = <—2mV + V(r,t)) U(7, )| (2.25)

Bemerkung: (i) trotz der heuristischen Herleitung ist (2.24), bzw. (2.25) die exakte Form
der zeitabhéngigen Schrédingergleichung.

(ii) Eine sehr schone Analogie zwischen Mechanik und Optik (vgl. | , Seite 82|):
Mechanik Optik
Quantenmechanik < Wellenoptik
\ \
(halb-)klassische Naherung <> Eikonalndherung
(Anderung von V(#) klein innerhalb (Anderung von n(7) innerhalb der
von A =) Wellenléinge klein)
\ \
klassische Mechanik geometrische Optik (Strahlenoptik)

<
Bahn < Strahl

(iii) Die zeitabhéngige Schrodingergleichung ist ein Anfangswertproblem, d.h. wenn H, bzw.
V sowie U(7,t = 0) vorgegeben sind, dann erhalten wir W(7,¢) fiir beliebige ¢.

(iv) Die zeitabhéngige Schrodingergleichung (2.24) bzw. (2.25) kann man als die fundamen-
tale Gleichung der Quantenmechanik sehen.

(Bemerkung: Es existiert auch eine fundamentale Formulierung der Quantenmechanik
ohne die Schrodingergleichung durch Pfadintegrale (nach Feynman).)

Definition: Der in (2.24) auftretende Differentialoperator
h2

H = H(F,—ihV,t) = —5
m

V2 4+ V(7)) (2.26)

heiftt Hamiltonoperator. Man erhélt ihn, indem man in der klassischen Hamilton-Funktion
den Impuls p’ durch die Ableitung —iAV ersetzt.
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2 Quantenmechanik

Definition: Impulsoperator

p=—ihV. (2.27)
Damit gilt
~2
2 o 2 p -
H=H =— t). 2.28
(7p) = 5 -+ V(1) (2.28)
Bemerkung;:

(i) Notation: Operatoren werden hier mit ,Hut* bezeichnet, zwecks Unterscheidung von
klassischen, zahlenwertigen Grofen. Spéter lassen wir den Hut wieder weg, wenn klar

ist, was gemeint ist.

Vorsicht: Die Fouriertransformation wird ebenfalls mit ,,Hut* bezeichnet. (¥(7,0) M,

b ()
(ii) H und p bilden Funktionen ¥ auf neue Funktionen ¥ ab, z.B. H¥ = ¥ oder p,¥ =
—ihgL = .
ox

(iii) Wir kénnen auch den Ort 7 als Operator verstehen, wobei die neue Funktion

~ ~

TU(F) == rU(r) = U
lautet.

(iv) Damit gilt
Al = H(7 ), (2.20)

d.h. beobachtbare Grofen (Observablen) werden in der Quantenmechanik allgemein
durch Operatoren ersetzt. Dies ist das Korrespondenzprinzip.

(v) Die auftretenden Operatoren sind linear, z.B.
IA{(CllIfl + 62\112) = Clﬁ‘lfl + CQﬁ\IJQ, (230)

wobei W1, ¥y Wellenfunktionen und ¢q, co € C komplexe Zahlen, d.h. Skalare sind.

Zeitunabhangige Schrédingergleichung (allgemeine Form)

Falls %—Ig =0< %—‘t/ =0, d.h V =V(F), dann (und im Wesentlichen nur dann) funktioniert
der Separationsansatz

(7, t) = P (M)x(t).
Dies fiihrt auf x(t) = exp(—iEt/h) und die zeitunabhéngige Schrodingergleichung

Hy =Ey| (2.31)

Bemerkung;:

e Im Gegensatz zu (2.24) ist (2.31) ein Eigenwertproblem, d.h. zu gegebenem H (bzw. V')
muss gleichzeitig ¢ und F bestimmt werden. Ein Vergleich zwischen zeitunabhéngiger
und zeitabhéngiger Schrédingergleichung findet sich in Tabelle 2.1.
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2.1 Die Schrédingergleichung

zeitabhéngige Schrodingergleichung zeitunabhéngige Schrodingergleichung

ihW = HU (2.24) Hv = Ei (2.31)

Anfangswertproblem Eigenwertproblem (schwierig)

partielle Differentialgleichung in x,y, z,t (3D) partielle Differentialgleichung in x,y, z (3D)

partielle Differentialgleichung in z,¢ (1D) gewohnliche Differentialgleichung in x (1D)
(leichter)

Tabelle 2.1: Vergleich zwischen der zeitabhéngigen und der zeitunabhéngigen Form der Schro-
dingergleichung

e Falls (2.31) vollstindig gelost ist, d.h. Hip, = Eniby, wobei alle (¢, En) (n € N)
bekannt sind, dann ist auch (2.24) gelost.

Begriindung: Gegeben sei die Anfangsbedingung ¥(7,¢ = 0). Versuche das Anfangs-
wertproblem (2.24) zu 16sen. Benutze dazu, dass {¢, }nen eine Basis (sogar eine Or-
thonormalbasis) bildet. (Dies werden wir erst spéter zeigen.) Dann konnen wir die
Wellenfunktion in dieser Basis entwickeln

‘IJ(F’t = 0) = ch(o)ﬂ}n(ﬁ,
U(r,t) = Z cn(8)1n (7).

Es bleibt die Bestimmung von allen ¢, (¢) durch Einsetzen in (2.24):

ih S a0 = 3 enlt) Huon(® " =SS 0 (1) B (7)

n n

=3 " (ihén(t) — Enca(t))in(7) = 0.

Weil die 1), eine Basis bilden (d.h. linear unabhéngig sind), folgt, dass alle Koeffizienten
verschwinden miissen, d.h.

ihén(t) = Encn(t),
cn(t) = cn(0) exp(—iEnLt/h),

wobei ¢, (0) aus den Anfangsbedingungen folgt. Es ergibt sich

Y7, t) =D en(0) exp(—i Byt /h)n (7). (2.32)

Stationdre Zustande

Sei 1 die Losung der zeitunabhéngigen (stationéren) Schrédingergleichung (2.31) Hy = Ev.
Dann ist
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2 Quantenmechanik

eine Losung der zeitabhéngigen Schrédingergleichung. Daraus folgt

= (WO = (70 = ) exp (~i ) P = [uliie =0

Damit ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung zeitunabhéngig, was wir auch als stationéren
Zustand bezeichnen.

2.1.4 Normierung und Erwartungswerte

|W(7,t)|? ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, falls [ d3r|¥(7,¢)|> = 1 gilt. Aber:

/d3T|\Ijl‘2 = 17/d37"|\1'2|2 =1= /d3T|Cl\I’1 + CQ\I’2|2 =1.

Deshalb fordern wir nur die schwéchere Bedingung, dass ¥ normierbar ist, d.h. mit A :=
[ d3r|W (7, t)|? soll gelten

(i) ¥#£0,dh. A#0.
(ii) ¥ ist quadratintegrabel, d.h. A < co.

Dann interpretiert man
W (7, 1)
J &3 r[u(r, )2

als Wahrscheinlichkeitsverteilung. Formal definieren wir

und erhalten

~ A
3 r 2 _ — =
/d r|U(7, t)|* = 1 1.

Trotzdem bleiben die ebenen Wellen im unendlich ausgedehnten Raum R? nicht normierbar.
Dieses Problem 16sen wir erst spéter (siche 2.3.2, Abschnitt Uneigentliche Dirac-Vektoren).
Der Vorteil der weniger strengen Normierungsbedingung ist, dass die normierbaren Wellen-
funktionen ¥ zusammen mit der Nullfunktion einen komplexen Vektorraum H bilden, der
das Superpositionsprinzip der Wellen beschreibt:

Ui, Wy e H =1V 4+ € H,c1,c0€C.

Bemerkung: 0 € H beschreibt keinen physikalischen Zustand.

Bemerkung: Die Normierungsfaktoren A der Wellenfunktionen haben keine physikalische
Bedeutung, weil alle Vektoren (Wellenfunktionen) B (7, ¢) mit B # 0 physikalisch ununter-
scheidbar sind. Man sagt: Jedem physikalischen Zustand entspricht ein Strahl in H.
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2.1 Die Schrédingergleichung

Zeitabhidngigkeit der Normierung
Cyp 8/013 | (7, /dS\I/\II /8\1/*)\1/+/\I/*8\I/
" "o )T ~ ot ' '
Da ¥ die Schréodingergleichung (2.25) erfiillt, gilt
hZ
iy = —— V23U 4+ V() ¥
2m
sowie die komplex konjugierte Gleichung
R

Daraus folgt

at/|\11|2 /[( S v ﬁV\IJ )qur\p*(m V2 4 thfﬂ

— [ wvrer - wrvte)ad
2m
= il * * 3
= [ V. (IVT — UVT) dPr
2m

N~

::f(?,t)

Gauf - 2
2‘/ ds-j
Rand

_ 0 falls Volumen unendlich gro (R%)
oder ¥ = 0 am Rand

Damit ist die Normierung zeitunabhéngig. Die selbe Rechnung gilt bis auf den letzten Schritt
auch fiir endliche (und inﬁnitesimale) Volumina, sodass lokal gilt

|\11( H2+ V- Jj(Ft) = 0. (2.33)

|W(7,t)|? bezeichnet man auch als Wahrscheinlichkeitsdichte und j als Wahrscheinlichkeits-
strom. Die obige Gleichung bezeichnet dann die lokale Erhaltung der Wahrscheinlichkeit und
wird als Kontinuitdtsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte bezeichnet.

Erwartungswerte
Fiir den Ort gilt
0= 0) = [P (234

falls [ d3r|® (7 ¢|* = 1. Fiir eine beliebige Funktion des Orts gilt

) = [ S (235)
oder, falls ¥ nicht auf 1 normiert ist

dPrf (7] (7, ¢)]?
() =1 . (2.30)

J B3| (7, 1)[2
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2 Quantenmechanik

2.1.5 Wellenfunktion im Impulsraum

Wellenpakete konnen durch Fouriertransformation vom Orts- in den Impulsraum umgerech-
net werden. Wir konnen (7, ¢) fiir beliebige ¢ in ebene Wellen entwickeln (durch Fourier-
transformation)

U, 1) = / (261155)3@(13,15) exp <;ﬁ-f‘>, (2.37)
wobei
B(5.t) = / B (7, 1) exp( %ﬁ *) (2.38)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Ort ist |¥(7,¢)[2, im Impuls |¥(5,t)|?/(27h)3. Die Er-
wartungswerte von f(7) und g(p) sind

() = / B ), (2.39)
3 A~
) = [ Gz (2.40)

Wie berechnet man nun (h) fiir h(7, p), zum Beispiel die Energie oder den Drehimpuls? Dies
wollen wir im néchsten Abschnitt kléren.

2.1.6 Operatoren

Kann man (p), bzw. (g(p)) direkt aus ¥(7) ohne Fouriertransformation berechnen? Fiir die
Herleitung betrachten wir ¢ als konstant und lassen es iiberall weg. Dann gilt

0= [ v 2 [ / dr [ @uepes (-1 7))
—/d3r/d3r’111* / 25 xp< ;ﬁ-(ﬁ-?’)).

Mit partieller Integration folgt
d3 '
/dB /d3r/\1; Vil O (7 )/ (%%3 exp <_;p~.(f—7«/))
= | &30 (7)(=ihV) T
[ @(indu

SO

Definition: Erwartungswert einer Observable O
<O> = / EBr* (7, t) OV (7, t)

=(0),=(0)01=(0),
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2.1 Die Schrédingergleichung

Bemerkung: Operatoren

Pz ~ P
(i) p= (g;;) ist ein Vektor, d.h. p'= (ﬁy> ist ein Vektor von Operatoren.
z Dz

(i) Allgemein gilt: Messgrofen (Observablen) werden in der Quantenmechanik durch Ope-
ratoren beschrieben, z.B. die Energie durch H = H(7 p,t), der Impuls durch p'= —ihV
und der Ort durch 7= 7.

(iii) Eigenzustéinde (Eigenvektoren) ¥ eines Operators sind definiert durch O% = \¥ mit
einem Eigenwert A\. Dann gilt

<O> - /d3r\P*(F)O\II(f§ - )\/d3r\11*\11 - )\/d3r\I/2 ~ (2.41)
Analog erhélt man <OQ> = A\? und daraus

<A02> - <(’>2> —(0)? =0,
d.h. die Messgrofe im Eigenzustand ist scharf (keine Schwankung).

Allgemein gilt: <A02> = 0 < OV = AU, d.h. eine Observable O ist scharf in ¥ genau

dann, wenn ¥ ein Eigenzustand ist. ,,<=* wurde oben schon bewiesen. ,, = kénnen Sie selbst
versuchen. Benutzen Sie dazu eine Entwicklung von ¥ in Eigenzusténde, d.h. ¥ =" ¢, U,
wobei ¥, ein Eigenzustand von O ist.

Beispiele (Eigenzustiande):

e Energie H 1 = FE1, d.h. Losungen der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung haben
feste (,scharfe) Energie E.

e Impuls ]%\I/ = —ihVU = p\: Losungen sind ebene Wellen W = Cexp(ip’- 7/h).
e Ort 7%'\11(7:’) = 7rU(7) = 7oV (7). Damit gilt (7 — 79)¥(7) = 0, d.h. V() = 6(F — 7).

Der Kommutator

In diesem Abschnitt wollen wir die folgenden Fragen untersuchen.

1. Wann kénnen zwei Observablen A und B (in der Quantenmechanik) gleichzeitig scharf
bestimmt werden?

2. Falls A und B nicht gleichzeitig scharf bestimmt werden koénnen, wie hdngt dann die
Unschérfe von A mit derjenigen von B zusammen?

Zur Frage 1: A ist scharf in ¥ genau dann, wenn V¥ ein Eigenzustand von A ist, genauso fiir
B, d.h. AV = a¥ und BVY = b¥. Wir fordern sogar noch stéirker, dass A genau dann scharf
in W ist, wenn B scharf in ¥ ist. Damit gilt

AV, = a,V, < BV, = b,V, (fiir alle n),

d.h. A und B haben gemeinsame Eigenzustdnde. Wir fragen uns nun: Wann ist dies moglich?
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2 Quantenmechanik

Fiir einen beliebigen Zustand ¥ = )" ¢, V¥, (in Eigenzustdnden entwickelt) gilt

AU AN AT, =3 cuan Uy,
n n

By B linear S B, = enba .
n

n

Wenden wir nochmals B , bzw. A auf die Gleichungen an, so erhalten wir

BAU = Z Cnnbn ¥,
n

ABU = Z Cnbnan U, = Z Cnanbn ¥, = BAU,
n n

d.h. ABU = BAU gilt fiir beliebiges W. Wir schreiben dafiir AB = BA und sagen A und B
vertauschen (kommutieren).

Definition: Der Kommutator von A und B ist definiert durch
[A, B] := AB — BA. (2.42)

Wir haben nun gezeigt: A und B sind gleichzeitig scharf messbar impliziert, dass der Kom-
mutator 0 ist. Die Umkehrung gilt auch, weil mit [4, B] = 0 und AY,, = a,¥,, (n € N)
folgt

A(BY,) = BAY,, = a,BY,,
d.h. BU,, ist Eigenzustand von A und hat den Figenwert a,,. Wir miissen nun eine Fallun-

terscheidung machen:

(i) einfacherer Fall: Wenn alle a,, verschieden sind, ¥,, und B\Ifn beides Eigenzustédnde
von A mit Eigenwert a,, sind, dann folgt B¥Y,, « ¥,, und damit BY,, = b,¥,,, d.h. ¥,
ist ein Eigenzustand von B.

(ii) Falls mehrere a,, gleich sind (Entartung), kann man immer eine Linearkombination U
der entsprechenden ¥, finden mit AV¥,, = a, ¥, und BY, = b,¥, (diagonalisiere B
im Raum ({¥,})).

Allgemein erhalten wir nun fiir zwei Observablen A, B:

A und B sind immer gleichzeitig scharf messbar < [A, B] = 0. (2.43)

Beispiele:

1. ¥ und ]%’: —ihV. Es gilt

]5172@\11(?:‘) = —Zhai’l”l\l/(F) = —’LFL\IJ(F) — ih?“i 88 \I/(F) = —Zh‘P(’F) + ?21]52\11(’/7)

T T
Also gilt (7;p; — pi7;)W(7) = ih¥(7) fir alle U. Dann ist der Kommutator

[, pi] = ikl = ih.
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2.1 Die Schrédingergleichung

Da hier eine Gleichheit von Operatoren steht, bendtigen wir den Identitdtsoperator 1,
der nichts tut. Meistens lasst man ihn weg, wenn klar ist was gemeint ist.

Was gilt fiir 7, p; mit ¢ # j7?

TZ\I/(F) = —Zhni\y(fj = TA’i Aj\I/(’f')

A L 0
P (r) = —th— o

87“]'

Damit gilt
[fi,ﬁj] =0 falls ¢ 75 ]

Zusammengefasst mit dem Kronecker-§:

(T4, Dj] = hdij | (2.44)

- [P, 7] =0, [pi, pj] = 0

[H,7;] # 0. Es gibt keinen stationéren Zustand mit scharfem Ort (Zerflieken des un-
endlich scharfen Wellenpakets).

[H,p] = 0 nur, falls das Potential V = 0 verschwindet (H = % + V (7)), d.h. fir
freie Teilchen. Dann sind ebene Wellen Losungen der zeitunabhéngigen Schrédinger-
gleichung.

Zur Frage 2: Was passiert, wenn [A, B] # 0 ist (z.B. A =7, B = p)?
Dazu benoétigen wir hermitesche Operatoren.
Definition: Der Operator O heifit hermitesch, falls

/ B (70U, (7) / Br(OW4 (7)) s (7)

fir alle Wy, ¥y € H. (Spéter werden wir dieses Konzept verallgemeinern, siehe 2.3.6.)

Beispiele:

Ort: O = 7%’, weil 7™ = 7.
reelle Funktion von 7, z.B. V()

Impuls O = —ihV = ]%’ Zum Beweis miissen wir zeigen, dass
/ Prut (—ihV) Wy = / Br(—ihV ;) Uy)

gilt. Wir erreichen dies durch partielle Integration.

Falls O hermitesch ist, so ist auch O hermitesch, mit A € R.
Potenzen von hermiteschen Operatoren sind hermitesch, z.B. p2, 22.
Summen von hermiteschen Operatoren sind wieder hermitesch, z.B. p? = p2 + ﬁz + p?

und H = % + V(7).

Falls A, B hermitesch, so sind
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2 Quantenmechanik

(i) AB+ BA und
(ii) i[A, B] = i(AB — BA) hermitesch.
Wichtige Eigenschaften von hermiteschen Operatoren sind

(i) Die Erwartungswerte sind reell, denn

<O>* - </ d3r\Il*O\II> - /d3r(O\I')*ﬁf O hermitesch /d3r\P*O\II - <O>.
Damit gilt <O> eR.
(ii) Die Eigenwerte sind reell, denn: wéhle ¥ als Eigenvektor von O. Dann gilt mit (i)
<O> =XeR

Die physikalische Bedeutung der hermiteschen Operatoren ist, dass sie messbare Grofen
beschreiben, deren Werte reell sind (obwohl ¥ im Allgemeinen komplex ist).

2.1.7 Heisenbergsche Unscharferelation (1)

Wir geben uns nun eine beliebige Wellenfunktion ¥ mit [ |¥|?> = 1, sowie zwei Observablen,
beschrieben durch hermitesche Operatoren A und B, vor. Wenn [A, B] # 0 ist, dann ist
<AA2> <ABQ> = 0 nicht moglich. Wie klein kénnen <AA2> und <ABZ> werden?

Dazu definieren wir
Uy = AAD = (A . <A>) v mit <A> - /dgr\ll*(F‘)A\Il(F),
Up = ABU := (B - <B>> v mit <B> - /d?’r\IJ*(F)B\IJ(F).
Im Allgemeinen sind ¥ 4 und ¥ g nicht auf 1 normiert. Wir berechnen daher die Norm:
Ji6ae= [ o [(-(a) (3= (1)
A hermitesc 2 A\ 2 2
A hermit h/xy* (Ad-(4)) w=(a4?),

AA2?

denn

Genauso erhalten wir fiir B
/I%P = (aB?).

Wir normieren nun ¥4 p und erhalten

W
A5 it /y\yA,BF:l.

Wapim Al
\/ S ¥ a2
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2.2 Teilchen in einer Dimension

Nun definiere é&4 := ¥ 4 + Wz, Dann gilt

0§/|§i|2:/|\IJA\2+/|\IIB]2ii/\Il*A\IJB:Fz'/\II*B\IlA
—— —\

=1 =1

s1> 1% /(\I/Z\I/B —UpU,) |- AA:= <AA2>"AB = <ABQ>

= AAAB > Fi /(isz\ifg —UTy)

Y
>
b
>
oy
[V
o
—
S
—
Y
|
T~
Y
~~—"
N—
VS
|
S
o>
~~——”"
N—
|
VS
el
|
T

Da der Operator 2[121, B] hermitesch ist, muss der Erwartungswert davon reell sein. Er kénnte
aber negativ sein, sodass wir beide Ungleichungen mit + und — bendtigen. Dann gilt fiir den
Betrag auf jeden Fall die Heisenbergsche Unschéarferelation

AAAB > % (14, B7)]| (2.45)

Beispiel: Fiir Ort und Impuls gilt mit A = &, B = p, [ps, 2] = ih und damit (vgl. (2.19))
h

2.2

> —,
AxAp, > 5

Teilchen in einer Dimension

Motivation:

16sen der Schrédingergleichung am Beispiel iiben
geringer Rechenaufwand

allgemeine Eigenschaften der Quantenmechanik sind oft im Eindimensionalen erkenn-
bar

einige ,,echte” Probleme sind eindimensional, z.B. Kohlenstoffnanoréhrchen und Halb-
leiternanoréhrchen

Systeme mit Translationssymmetrie in zwei Raumrichtungen z.B. Halbleiter-Hetero-
strukturen (Schichten), sogenannte Quantentroge (quantum wells) kénnen durch Sepa-
ration mit

() = ¥(z) exp(ipyx) exp(ipyy) (2.46)
in ein eindimensionales Problem iiberfithrt werden. ¢(z) ist die Losung der eindimen-
sionalen Schrodingergleichung.

Nicht eindimensional sind zentralsymmetrische Probleme wie z.B. Atome, aber das Radial-
problem im Wasserstoffatom ist eindimensional!
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2 Quantenmechanik

Y X<

Abbildung 2.6: Ein stilickweise stetiges Poten-

tial.
Wellenfunktionen in einer Dimension
Die zeitabhéngige Schrédingergleichung lautet
ow h? 0*W
h— = ———— + V(2)U. 2.47
! Ot 2m Ox? () ( )

Die zeitunabhéngige (stationére) Schrodingergleichung lautet

K2 d2y

Hp— 2 2%
¥ 2m da?

+ V(z)y = Eip. (2.48)

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir ¢)(z). Wir betrachen hier zeitunabhéngige

Probleme (%—Ig = 0), d.h. wir 16sen (2.48). Wir kénnen allerdings auch nicht-stationédre Lo-

sungen betrachten (Streulosungen, Wellenpaket). Unser Ziel ist es, HU = EV¥ zu lésen. Dazu
betrachten wir zunéchst den einfachsten Fall mit V' = const (wdhle V' = 0). Dann erhalten
wir die Losung fiir ein freies Teilchen, die ebenen Wellen. Etwas interessanter ist der Fall,
wenn V stiickweise konstant ist (siehe Abbildung 2.6).

2.2.1 Randbedingungen an Unstetigkeiten

Die Losung fiir die zeitunabhingige Schrodingergleichung mit V = 0,

12 a2y
_MeY _ g
2m dz? ¥,

lautet
, , h?k? 1
Y(x) = Cexp(ikx) mit E = . d.h. k= :tﬁ\/ 2mkE.
m
Fiir allgemeines V' = const lautet die Schrédingergleichung

B2 2y
- Y _(FE -

und die Losung ist
1
P(x) = Cexp(ikx) mit k = iﬁ 2m(E —-V).

Falls E >V, ist k = :I:% 2m(E — V) reell, und wir konnen den Zustand auf dem Intervall
[—L/2, L/2] normieren durch

L/2 L/2
1= 02/ dz| exp(ikz)* = 02/ dz = C?L,
—L/2 —L/2
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2.2 Teilchen in einer Dimension

Re ¥(x)

Abbildung 2.7: Wellenfunktion (z) an einer Potentialstufe mit Hohe V.

d.h. c= ﬁ Fiir L — oo geht ¢ gegen Null, aber die Erwartungswerte bleiben ,yerniinftig.

Falls E < V, gilt k = :I:%\/2m|E — V| = +ik, kK > 0. Wir erhalten eine geddmpfte Welle
mit ¢(z) = C exp(Fkx). Durch Normierung erhalten wir fiir Lx > 0

K L L—o0
C = m ~ Vv 2K exp <—/€2> — 0. (249)

Fiir die Erwartungswerte gilt nun

L
(x) =~ T3 Lo, . (2.50)
Betrachten wir nun eine Potentialstufe, wie in Abbildung 2.7 gezeichnet. Wie geht das ,,Zu-
sammenkleben der Losungen fiir V =0 und V' = const an der Stufe? Wir nehmen nun an,

V(z) habe eine endliche Stufe (Unstetigkeit bei # = x(). Die Schrédingergleichung lautet

d2e(x) 2m
P (x) = - —f(E = V(2))¢(z).
Falls ¢ (z) stetig bei & = x ist, hat 1" eine endliche Stufe, d.h. ¢’ ist stetig und damit auch

b,

Falls ¢ (x) unstetig ist, gilt ¢’ ~ d(z — x¢) und damit ¢” ~ §'(z — x¢) im Widerspruch zur
Schrédingergleichung, deren rechte Seite nur einen endlichen Sprung hat.

Analog erhalten wir aus ¢'(x) stetig bei x = ¢, dass 1 stetig ist und falls ¢'(x) unstetig
ist, folgt " (x) ~ 0(x — ) im Widerspruch zur Stetigkeit von v. Zusammengefasst erhalten
wir:

Falls |V (x)| < oo fiir alle z, so miissen ¥(x) und ¥'(x) stetig sein.

Bemerkung: Falls V' — oo, bzw. V(z) ~ §(z — z¢) gilt dies nicht mehr!

2.2.2 Potentialbarriere

Betrachte das Potential

0 <0
Viz)=1_ v ’
V, >0,
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2 Quantenmechanik

reflektierte r V()
Welle
einlaufende _transmittierte
Welle nqn t Welle
X

Abbildung 2.8: Wellen an der Potentialbarriere (einlaufende Welle, reflektierte Welle, trans-
mittierte Welle)

mit V' > 0, wie in Abbildung 2.8 gezeichnet. Falls £ > V erwarten wir klassisch, dass ein
von links kommendes Teilchen (mit der kinetischen Energie F) abgebremst wird, aber sich
immer durch die Potentialbarriere nach rechts bewegt. Falls E < V erwarten wir klassisch,
dass das Teilchen nicht in die Barriere (x > 0) eindringen kann.

Quantenmechanisch erhalten wir folgende Losungen fiir die beiden Teilbereiche:

x<0: p=hk=V2mE, p(x) ~ exp(Likz),
r>0: p=hk=2m(E—V),(x) ~ exp(Likz).

Fallunterscheidung:

(i) E > V: Die Losung fiir z > 0 ist exp(dikz) mit k € R. Der Aufenthalt des Teilchens
ist klassisch auf beiden Seiten erlaubt und mit der de-Broglie Bezichung gilt p = hk.

(i) 0 < E < V: Die Losung = > 0 ist exp(ikz) mit k = ix, K = $1/2m|E— V| € R.
Klassisch ist dieser Bereich nicht erlaubt, aber in der Quantenmechanik erhalten wir
eine exponentiell geddmpfte Welle exp(—~rz). Die Losung exp(+£x) ist unphysikalisch,
da sie nicht normierbar ist.

(iii) E < 0: alle Losungen sind exponentiell ansteigend oder Null, d.h. es gibt keine nor-
mierbaren Losungen.

Fiir die quantitative Analyse behandeln wir den Fall F > V als Streuproblem mit dem
Ansatz

o) = A {exp(ikx) + rexp(—ikz), x <0, (2.51)

B texp(ikz), x> 0.
Die Randbedingungen bei 2 = 0 folgen aus der Forderung, dass () stetig sein muss, d.h.
14 r =, und dass ¢/(z) stetig sein muss, d.h. k(1 — r) = kt. Durch Auflésen nach r,¢
erhalten wir

-k
r=t=_(1-7)
k/k—1

_KE-1_ k-
k/k+1  k+

k
=
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2.2 Teilchen in einer Dimension

By 4

T P N

Abbildung 2.9: Wellenpaket
Zusammengefasst:
k—k . 2k
k+k k+k

Im Spezialfall V' = 0 folgt » = 0 und ¢ = 1. Fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte (=Wahr-
scheinlichkeitsstrom im Eindimensionalen) gilt

5) = o (g (@) — ) )) = I o (a) (25)

2m

Fiir x <0 gilt dann

Jj= |A[2% Im [(exp(—ikx) + r* exp(ikx)) (ik exp(ikx) — ikr exp(—ikz))],

T
und mit 7t = = = v,

= AR (1.
i=14PE @~

Fir z > 0 folgt

. hk -
j=IAP—i,
m
und mit ¢ := f\/% folgt
, hk
j= APt
m
Zusammen gilt
. p JA=1rP), =<0,
z) = |[APP =

Ebene Wellen sind nicht auf 1 normierbar, aber beim Streuproblem kénnen wir den Teilchen-
fluss vorgeben. Vergleichen wir mit einem Wellenpaket (siehe Abbildung 2.9), so erhalten wir

_ o
_m

i) = Tt @) sko) (@) = "2 (o) P
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2 Quantenmechanik

Ein lokalisiertes Teilchen hat die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j = % (in einer Dimensi-
on!). Nun kénnen wir auf 1 einlaufendes Teilchen mit der Geschwindigkeit v = p/m = hk/m
normieren und erhalten |A|?> = 1, sodass im Gesamtergebnis

. p [1—|r? x<0,
j(r) = —
m

It|?, x>0
gilt. Aus (2.52) und t = tk/k folgt
r? + [t =1
Daraus erhalten wir auch
j= £(1 — ]r|2) = £\t\2 = const .
m m
Diskussion der Fille
(i) E>V

a) Zeitabhingige Losungen sind Wellenpakete (vgl. Abbildung 2.10) mit

Yot { o 300 (Plif) + i e (i%E) ) exp (<iB @), = <0
) - d ~
o 3 (p) 2 exp(i52) exp(—iE(p)}), x ?20574)
was man durch Einsetzen von r = % %, t= % =3 +p (Erweitern mit #)
erhilt. Es gilt auferdem FE(p) = 2;

b) Der Impuls ist nicht erhalten (p # p), was man sowohl klassisch mit der Pois-
sonklammer {p, H} # 0, als auch mit dem Kommutator in der Quantenmechanik
D, H | # 0 erwartet. Der Impuls muss also vom System, das das Potential erzeugt
aufgenommen werden.

c¢) Das Teilchen wir an der Barriere nicht gespalten. |¢(z)|? ist eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung!

d) Reflexion fiir F > V gilt klassisch auch fiir Wellen wie z.B. bei Impedanzunter-
schieden bei Wellenleitern, aber nicht fiir Teilchen.

e) Der klassische Limes existiert fiir die ,harte* (unstetige) Stufe nicht! Wir miis-
sen daher ausreichend weiche Stufen mit [ > \ = % = 2?” betrachten (Abbil-
dung 2.11).

(ii) 0 < E < V. Dann gilt k = ix mit x € R. Die Lésung ist wiederum gegeben durch

o exp(ikx) + rexp(—ikz)), = <0,
x)=1<_
texp(—kx), x> 0.

Wegen der Normierbarkeit muss k = 4++/2m(V — E) > 0 gelten. Die Randbedingungen

bei x = 0 lauten
1+r=1tund ik —irk = —tx. (2.55)

64



2.2 Teilchen in einer Dimension

t>0:

\ Nor

1 ||

Abbildung 2.10: Wellenpakete fiir t < 0 und ¢t > 0

N
|/

I
Abbildung 2.11: harte/weiche Stufe
Damit gilt
ik —k
= 2.56
"T ik +k ( )

und folglich |r|? = 1. Damit wird das Teilchen zu 100% reflektiert und wir erhalten
jlx <0)=j(z>0)=0.

Aber das Teilchen kann bis auf die Lange ~ 1/k in die Barriere eindringen, was klassisch
unmoglich ist. Wie ist das in der Quantenmechanik moglich? Die Unschérferelation

besagt
1)~ 1|mp|  Hp
AAH>7’<H, >‘277:7 0. 2.57
Fiir ein Teilchen bei z > 0 gilt Az ~ 1/k, woraus AH 2 277}?233 ~ FE — V folgt. Das

Teilchen hat also geniigend Energie, um sich in diesem Bereich aufzuhalten.

2.2.3 Tunneleffekt
Betrachte das Potential V' wie in Abbildung 2.12 skizziert mit

V() V, 0<z<a,
€Tr) =
0, sonst.

(In | | wird die Breite 2a verwendet.) Dann versuchen wir den Ansatz

exp(ikz) + rexp(—ikz), x <0,
Y(z) =  Cexp(—kz) + Dexp(kz), 0<x<a, (2.58)
texp(ik(x — a)), x> a,
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2 Quantenmechanik

Abbildung 2.12: Potentialbarriere mit endlicher Breite

mit k = = }v2mE, k = $1/2m(V — E). Die Randbedingungen (vier Gleichungen fiir die
vier Unbestimmen r, ¢, C, D) lauten

Stufe 1) stetig )’ stetig
x=0 l1+r=C+D ik(1—r) =r(—C+ D)
x=a Cexp(—ka)+ Dexp(ka) =t k(—Cexp(—kra)+ Dexp(ka)) =ikt

Durch Eliminieren von t erhalten wir

= i%(Cexp(—ﬁa) — Dexp(ka)) =t

Cexp(—ka) + D exp(ka)
und durch Eliminieren von r

r:C+D—1:1—%(C—D).

Wir schreiben dieses lineare Gleichungssystem in Matrixform

<exp<—1ni>%—é:> expo;al(;zﬂz)) ( g > _ ( ! ) , (2.59)

Mit z := 1 +ir/k erhalten wir

* 2
D= —exp(—2ma)Z—C’ == - i*C,
z ¥z
o2 El B 2z
2% 22 —exp(—2ka)(2*)2 22 — exp(—2ka)(z*)?’
o 43Im 2z
 22exp(ka) — exp(—ka)(z*)?’
4iIm 2z
-t =

(22 — (2%)?) cosh(ka) + (22 + (2*)2) sinh(ka)’

und mit 47 Im 2z = 447 folgt

2ikk

t=5(E) = 2ikk cosh(ka) + (k? — k?) sinh(ka)

(2.60)
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2.2 Teilchen in einer Dimension

mit k = %\/ 2mE und Kk = %\/2m(V — F). Wenn wir mit 2ixk kiirzen, ergibt sich

t=S(E) ! T
= = mi ==
cosh(ka) 4 i5 sinh(ka) c kk

Der Transmissionskoeffizient (= Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen durch die Barriere
geht) betragt
1

cosh(ka) + % sinh?(ka)

t* = 1S(B)* =

und mit der Beziehung cosh? z — sinh? z = 1 folgt

1
14 (5 +1) sinh?(xa)

S(E)* =

und fiir € gilt

-

€= = =e244=

&<

Insgesamt also

|S(B)P? (2.61)

1
1+ 107 sinh?(ay/2m(V = E) /h)’

wobei kK(E) = y/2m(V — E)/h gilt. Im Grenzfall fir eine hohe und breite Barriere, kav > 1,
gilt sinh(ka) ~ % exp(ka) > 1 und damit

_16BE(V — E)

(B~

16E(V — E))
V2 '

exp(—2ka) = exp </<ca +1In

Falls £ mehr als 10% von V bzw. 0 entfernt ist, gilt xa > In(16E(V — E)/V?) und wir
kénnen den Vorfaktor vernachléssigen,

1S(E)|? ~ exp (—2 om(V — E)%) : (2.62)

Anwendungen

1. Kernphysik: Lebenszeit von Atomkernen beim a-Zerfall (Abbildung 2.13)
2. Festkorperphysik: Tunnelstrom (Abbildung 2.14)

3. Kalte Emission (Abbildung 2.15)
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r

Abstand des /
a-Teilchens vom
Kernzentrum

/ Isolator ~ 10nm

Metall |~

Metall

V(%)
|_~x

Abbildung 2.16: Potential fiir gebundene Zusténde
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Abbildung 2.13: Potential des a-Teilchens

Abbildung 2.14: Versuchsaufbau Tunnelstrom

Abbildung 2.15: Kalte Emission. Gezeichnet ist
das Potential eines Elektrons in einem Metall, an
das ein dufteres E-Feld angelegt ist.
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2.2 Teilchen in einer Dimension

NI

Abbildung 2.17: rechteckige Potentialmulde

2.2.4 Potentialtopf und gebundene Zustinde

Bisher haben wir nur ausgedehnte Zustinde betrachtet, fiir Falle wo das Potential fiir +oo
oder —oo verschwindet und V' > 0. Dabei haben wir ein kontinuierliches Spektrum erhalten,
denn alle Energien E > 0 sind Eigenwerte von H. Jetzt betrachten wir gebundene Zustinde
(Bewegung in einem endlichen Raumbereich). Diese kénnen dort existieren, wo V < V.
Wir erhalten dann ein diskretes Spektrum. Zusétzlich ergeben sich ausgedehnte Zustéande fiir
E > V., was der Situation bei Atomen entspricht: Bei ausreichend grofer lonsisationsenergie
kénnen die Elektronen das Atom verlassen (s. Abbildung 2.16).

Wir untersuchen nun das Modell eines stiickweise konstanten Potentials, einer rechteckigen
Potentialmulde, wie in Abbildung 2.17 gezeichnet. Der einfachste, idealisierte Fall ergibt sich
bei unendlich hohen Wéanden, d.h.

Va=qt TEE
z) = L
oo, |z|> 9.

Fiir die Wellenfunktion in der Barriere (|z| > §) gilt

exp(—k|z|) = exp <—;L\/2m(V - E)|$\> =0, (V—=o0),

d.h. ¢(z) = 0 fiir [z| > §. Im Inneren des Potentialtopfs (|z| < §) l16sen wir die Schrédinger-
gleichung mit den Randbedingungen ¢(£5) = 0. Es gibt bei 2 = 4a/2 keine Einschrédnkung
fir ¢'(z), denn V' — oo. Wir setzen dazu den Ansatz

1
P(x) = Aexp(ikx) + Bexp(—ikz) mit k = 7 2mE
in die Randbedingungen ein und erhalten
a ., a L a
P <i§> = Aexp (izk§> + Bexp <:F7,k§> = 0.

In Matrixschreibweise lautet dies

exp(ika/2) exp(—ika/2) AN (0

exp(—tka/2) exp(ika/2) B ) \0)’

Fiir eine normierbare Losung (A und B nicht beide gleich Null) muss gelten

det M = exp(ika) — exp(—ika) = 2isin(ka) = 0.
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v(x)--- } E/pn
_____ N — el ™ po2
----- e e n=1
~ %
Abbildung 2.18: Lésungen der Schrodingerglei-
chung im unendlich tiefen Potentialtopf
Damit folgt
us
k=k,=-n, neN, (2.63)
a
R2k2 nPr2h?
E = E = n = . 2.64
" 2m 2ma? (2:64)

Bemerkung;:
(i) Der Ubergang k ~+ —k vertauscht A und B, d.h. wir erhalten keine neuen Losungen.
(ii) Die Losung fiir n = 0, ¢ = 0, ist nicht normierbar.

Berechne A und B, um v zu erhalten. Mit
k
exp (:tz;) — exp (izgn) - <exp (iz%))n — (&)

A+ (-1)"B=0.
(i) Falls n =1,3,5,... ungerade ist, folgt A = B, d.h.

Un(x) = \/gcos (n%x) . (2.65)

(ii) Falls n =2,4,... gerade ist, folgt A = —DB, d.h.

Pp(z) = \/zsin (n%x) . (2.66)

folgt

Bemerkung;:
1. E1 > 0 aufgrund der Unschérferelation
2 2
P W
2m ™~ 2ma?
Wir erhalten also bis auf die Vorfaktoren die berechnete Grofe fiir die Energie.

2. Die Anzahl der Knoten einer Losung der Ordnung n betriagt n — 1.

3. Der Knick der Funktionen am Rand ist durch die unendlich hohen Potentialwénde
begriindet.
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Paritat

Definition: Paritéit bzw. Paritdtsoperator durch

Py(z) :=p(—x). (2.67)
Eigenschaften:
1. P ist hermitesch.
2. Es gilt P2 =1.
3. Die Eigenwerte von P sind +1, denn es gilt

Pp=Xp=Pp=Xyp=¢p=A=1

Sei H = % + V(z) mit V(—z) = V(x), z.B. wie beim symmetrischen Potentialtopf. Dann
gilt
2

Pav) = P (L +v(@) ) vie) = (L +Vima) ) wimn) = (L + Vi) ) wioa)

2m 2m
— HPy(z),

d.h. PH = HP und damit
[P, H] = 0. (2.68)

Die stationdren Zustande von 1, mit Hy,, = E,1, konnen gleichzeitig als Zustéande von P
gewahlt werden, d.h.

Py =49 & ¢(—x) = £Y(x).

Potentialtopf mit endlich hohen Wanden

Sei nun das Potential gegeben durch

Wir unterscheiden nun die folgenden Fille:
(i) =V < E <0 fiir gebundene Zusténde
(ii) F > 0 fiir ausgedehnte Zustédnde (Streuzustdnde, Resonanzen)

Zu (i): Fir gebundene Zustiande mit —V < E < 0 stellen wir den allgemeinen Ansatz mit

k=+v—2mE/hund k = \/2m(V + E)/h auf

éexp(z’kx} + Bexp(—ikz), |z| <4,

P(x) = { Cexp(kz), r < -3,
D exp(—kx), x> 3.
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Fiir die Randbedingungen erhalten wir vier Gleichungen fiir die vier Unbekannten A, B, C
und D. Aber es geht einfacher, wenn wir die Symmetrie (Paritit, s.0.) ¥(—x) = x¢(x)
ausnutzen. Dann gilt

(A=Bund C = D) oder (A= —Bund C = —-D).
(symmetrisch, gerade) (antisymmetrisch, ungerade)

o(z) = {Acos(ka:), || i

, o(z) = Asin(kx), lz] < 3,
Cexp(—rlal), 2] >3

| Csen(a) exp(—rlz)), |a]

sgnx = ﬁ liefert das Vorzeichen von .

Wir erhalten zwei Gleichungen fiir die Unbekannten A und C aus den Randbedingungen bei

xr=a/2
gerade Losung: ungerade Losung:
k k
Acos (;) = Cexp (—%) Asin <2a> = Cexp (—%)
“Aksin (K4} Z _xe (—@) Akeos () = _xe (—@)
s 5 | = —KCexp 5 cos | 5 | = —KkCexp 5

Dividiere die untere Gleichung durch die Dividiere die untere Gleichung durch die
obere obere

k tan (’“2“) . (2.69) k cot (’“2“) — k. (270)

Die Gleichungen (2.69) und (2.70) kénnen nicht analytisch gelost werden. Wir benétigen
daher eine numerische oder grafische Losung. Mit k? = —2mE/h? = —k? + 2mV/h?,

z = '“2—“ = §/2m(E+ V) und ¢ := $vV2mV = \/%mV kénnen wir (2.69) und (2.70)

umschreiben in

2 _ .2
tanz = V&2 (gerade), (2.71)
z
22
—cotz = I (ungerade). (2.72)

In Abbildung 2.19 sind diese Funktionen gezeichnet und wir kénnen qualitativ die Anzahl
der Losungen bestimmen. Aus dem abgelesenen z fiir die Schnittpunkte erhalten wir die
Energie FE mit

_ 42°h?

E—
2ma?

—V. (2.73)

Bemerkung:
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2.2 Teilchen in einer Dimension

A itanz i—cotz

N2 :
z Loz

2 ('

et
(SIE]
5 4
NI
3

Abbildung 2.19: Grafische Losung der Gleichungen (2.69) und (2.70)

nm

. Aus der Grafik lesen wir ab, dass fiir V' — oo auch ¢ — oo gilt und z — . Damit
erhalten wir den Spezialfall fiir unendlich hohe Potentialwénde zuriick, bis auf die
Verschiebung £ = E + V. (2.64)

. Fiir beliebig kleine V' und a gibt es immer eine (gerade) Losung.

. Fiir kleine V und a gilt ( < 1, z < 1 und tan z &~ z. Dann gilt mit Gleichung (2.71)

22 /(2 — 22

=0=2z"+22 -

1 G-+
2
= 2" =—(-1++/-14+4¢) =
2( &) {—1—c2+“.
Die zweite Losung ist unphysikalisch, da (? < 1 und damit z imaginér wird. Damit ist
dann
V2a2

Fr——r.
2h?

2.2.5 Resonanzen

Zu (ii): ausgedehnte Zustinde (E > 0), Resonanzen:
Wir wihlen den Ansatz

Aexp(ikz) + Bexp(—ikzr), |z|<$,
Y(z) = < exp(iqr) + r exp(—iqz), <%,
S(E)exp(igz), x>

mit k = £1/2m(E+ V) und ¢ = $V2mE = q(E) = s(—E) = ix(E). Das Ergebnis berech-
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I I > E
En En+1
Abbildung 2.20: |S(E)|? als Funktion von E
nen wir in den Ubungen und erhalten
1
S(E) = A ) (2.74)
cos(ka) — %kQI:;qZ sin(ka)
1
|S(E)|? = . (2.75)

1+ WQ_E) sin? ( 2m(E + V)%)
Bemerkung;:
1. Vergleiche (2.75) mit der Tunnelbarriere (2.61) und verwende sin(ix) = —isinh(x).
2

2. Transmissionswahrscheinlichkeit|S(E)|* = 1, wenn sin(z) = 0 in (2.75), also fiir

2muaua%:nm nez, (2.76)
d.h. fir F = FE, = %TR —V > 0, wobei n eine ganze Zahl mit n > %ZZ‘:; (siehe
Abbildung 2.20).

3. Vergleiche (2.74) mit gebundenen Zustédnden (E < 0): Wenn wir S(F) analytisch auf
E < 0 erweitern, dann hat S(E) einen Pol, falls

k2 + ¢ —ir 1 k? — K?
cos(ka):% l:;]q sin(ka) 1= 5 /mn sin(ka).
Umformen ergibt
k? — k2
2 cot(ka) = =:
cot(ka) " gl

und Additionstheoreme fithren auf

k ka 1—tan?(ka/2) 1—1t2
2 cot(ka) = cot & _ gan 20 = an(ka/2)

2 2 tan(ka/2)
mit ¢ := tan(ka/2). Losen wir die quadratische Gleichung t? + vt — 1 = 0, so erhalten
wir
k 1 1 k
t:tan—a i <_7i\/’m) _ = (—kQ—i—/iz:t(kZ—l—nQ)) _ KJ/
2 2 kr —k/fi
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AImE

VAR

Pole: geb. Zust.

: _ Abbildung 2.21: Grafik aus G. Baym, S(E) in
Pol bei E, — il Resonanz  der komplexen Ebene. I ist die Breite der Reso-

nanz.
a
V(%) <
A // o — o
VJ —W A
> A R — R —
A
e
Abbildung 2.22: verschiedene Potentialtopfe mit Va = const
Damit gilt
a ka
ktan — = k oder k cot -5 = —K,

d.h. wir erhalten die Gleichungen fiir die gebundenen Zusténde.

Ein Pol von S(E) bedeutet S(E) — oo, d.h. wir erhalten eine auslaufende Welle
ohne einlaufende Welle. Hier ist die auslaufende Welle exponentiell gedampft, d.h. wir
befinden uns in einem gebundenen Zustand.

2.2.6 Delta-Potential

Beim eindimensionalen Potentialtopf mit endlichen Wéanden gibt es fiir beliebig kleine V,a >
0 immer noch einen gebundenen Zustand mit F = —m2”;a2. Die Idee ist nun, den Grenzfall
a — 0und V — oo mit Va = const = A zu betrachten. Das Potential hat dann die Form
V(z) = =A(x).

Beweis:

00 a/2 —a 1/2
[ v == [ e = va [ ey = ~Vago) = -A10)

Dann gilt mit der Definition der Delta-Funktion —Af(0) = —X [ é(z)f(z)dz, und somit
V(z) = =X(x) O
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Wir versuchen den Ansatz (fiir £ < 0)

vy = { 2B, 20— Coxp(-ala)

exp(—kx), x>0,

mit K = v—2mFE /h. Fiir die Randbedingungen bei 2 = 0 gilt, dass ¥ (x) stetig ist. Aukerdem
untersuchen wir die Unstetigkeit von ¢’ (x) bei = 0. Mit der Schrodingergleichung erhalten
wir

£ 2 5
| ot @de= [ (B4 23 vla)da,

—& 2m —&

&€ €
——W'(e) =V (=€) =EF | ¢(@)dz+A [ z)P(z)d).

—€ —€
Das Integral iiber i konnen wir abschitzen durch die Intervalllinge mal dem Betragsma-
ximum von 9, d.h. 2e max{|¢(x)|z € [—¢,¢|}, d.h. es verschwindet fiir ¢ — 0. Das andere
Integral ist gerade ¢(0) nach Definition der Deltafunktion. Im Grenziibergang ¢ — 0 gilt

h? / / h? . / . /
W04 = (00 i= g (o) — ly ' (-2) ) = M0(0).

Setzen wir unseren Ansatz in dieses Ergebnis ein, so gilt

hQ
— L COk(1 - (~1)) = A
T O(1 — (-1) = AC,
1\/7 m
=K = ﬁ —2mE = ﬁ)\’
m A2

(vgl. oben). Normierung der Wellenfunktion fiihrt auf

- 2 =102 - -2 dz = 2|C? - —2kx)d
/ (@) = |C| / exp(—2r]z])dz = 2|C| /0 exp(—2rz)dz

—0o0 —0o0
*_oP

=1.

1,{ exp(—?maz)}

=2|C)? [_2

0 KR

Damit wahlen wir nun
1 1
2mEN 2mm A2\ 1 m\x 1
C=vh= (‘m) - <h22h2> =\ YA

2.2.7 Periodisches Potential, Energiebander

Periodische Potentiale treten zum Beispiel bei eindimensionalen Kristallgittern auf, die wir
in diesem Abschnitt kurz behandeln wollen. Mehr erfahren Sie dazu in den Ubungen, in
| | oder in der Festkorperphysikvorlesung, wo diese (meist dreidimensional) eine grofe
Rolle spielen.
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V(X) = —\é (%)

- Abbildung 2.23: Skizze der Wellenfunktion bei
einem Delta-Potential.

Abbildung 2.24: periodisches Potential

Unser Problem ist wieder die Losung der Schrédingergleichung Hy = Ev mit H=7p? /2m+
V(z) und

Ve+a)=V(z)| zeRr. (2.78)

Die Symmetrie, hier die diskrete Translation um a, kénnen wir wie bei der Paritdt mit einem
Operator schreiben

| Tutp(z) == v(x +a) | (2.79)

Es gilt [Ty, H] = 0, d.h. die Eigenzustidnde von H koénnen so gewihlt werden, dass sie auch
Eigenzustinde von T, sind. Fiir die Eigenzustéinde von T, gilt

Tatp(x) = ¥(x + a) = Aat)(2).
Wegen Erhaltung der Normierung gilt |\,|> = 1, d.h.
Ao = exp(ip,) =: exp(ika)

mit k := @4 /a. Definiere ug(x) := exp(—ikz)i(z), wobei ¥(x) ein Eigenzustand von T, mit
Eigenwert A\ = exp(ika) ist. Dann ist ug(x 4+ a) = ug(z) periodisch.
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Bloch-Theorem: Figenzustinde eines periodischen Hamiltonoperators haben die Form

Y(z) = eFuy(z), (2.80)

wobei ug(x) periodisch ist.

Bemerkungen:

78

1. Fir V = 0 ist ug = 1, d.h. wir erhalten ebene Wellen. Fiir V # 0 sind die Lésungen

ebene Wellen, moduliert mit der gitterperiodischen Funktion ug(z).

. Wertebereich von k: Es gilt exp(ika) = exp(ik’a), falls k¥’ = k + 27 /a, somit kann k im

Bereich

Y (2.81)
a a

gewdhlt werden. Wie berechnet man u(z)? Einsetzen von (2.80) in die Schrédinger-
gleichung unter Verwendung der Produktregel der Ableitung ergibt

n? ([ d 2
—— | — 4+ =F fest). 2.82
( o (dm + zk) + V(m)) ug(x) wug(z) (K fest) (2.82)
Da V(z) und ug(x) periodisch sind, konnen wir sie in eine Fourierreihe entwickeln
Z V(q) exp(igx) mit V(g / V(z) exp(—igx)dzx,
2
Zuk q) exp(igx) mit ug(q) = a/ ug(z) exp(—igqzr)dz, (2.83)
—3

wobei ¢ = 2mn/a, n € Z gilt. Nach Einsetzen in (2.82) und etwas Rechnen ergibt sich

h2
<2m(q + k)% — Ek> ur(q) + Y V(g —q)u(d) =0 (K fest). (2.84)
q/
Bemerkungen:
(i) k € (—m/2,m/2]: lineares Gleichungssystem fir ux(q), ¢ = 2mn/a, n € Z.

(ii) FEj ist unbekannt, d.h. wir haben immer noch ein Eigenwertproblem!

uk'(Q) = B} Uk@

. Im Allgemeinen gibt es unendlich viele Gleichungen fiir unendlich viele Unbekannte.

. Fiir freie Elektronen mit V = 0 ist das Problem einfach, da es diagonal ist. Die Eigen-

werte sind dann

12 h2 o \?
Ey = 2m(1<:+q) o <k+ n> =: Epg.

E(k) mit k € R im ausgedehnten Zonenschema wird zu E,j im reduzierten Zonensche-

a (vgl. Abbildung 2.25).
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\ E
\ /
\ /
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1. Brillouinzone (1. BZ)

Abbildung 2.25: reduziertes Zonenschema

5. Ein weiteres einfaches Modell ist V(z) = >>>7 _ §(x — na) (Kronig-Penney-Modell).

n=—oo

Hier gilt V(¢) = A/a = const. Dieses Modell werden wir in den Ubungen 15sen.

6. Fir fast freie Elektronen, d.h. V' ist klein, ist ¢ eine fast ebene Welle, denn aus uy(x) ~
const folgt ux(q) ~ dq,0 und damit (fiir n = 1)

h? o 2
Ey~E)=_—(k+=] .
FTTR T om < T )
Aus (2.84) ergibt sich dann
2y V=) V(gu(0)
P(q+k)? - By P (g+k)? k)

u(q) = (2.85)

Die Korrektur ist grok, falls (¢ + k)? ~ k? (Bragg-Bedingung), also fiir k = 7 /a und
q = F27/a, d.h. nur ug(0) und ug(—27/a) verschwinden nicht. Dann gilt

(o " () ) -m (%))

2m

mit V(—27/a)* =V (27/a), da V reell ist.
Dann gilt fiir die Energie

h2k>2 2
E,=— —— . 2.
=gt (5)] (250

Damit ergeben sich Energiebereiche, fiir die keine Losung existiert, wie in Abbil-
dung 2.26 eingezeichnet. Diese sogenannte Bandlicke ist fir die Eigenschaften von

Isolatoren, Halbleitern sowie optische Phénomene wie z.B. Transparenz verantwort-
lich.
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I Energieband

2 ‘ v (%ﬁ)‘ Energiellicke,

I Bandliicke
j Energieband

> K

|
[YE]
o
Y]

Abbildung 2.26: Fast freie Elektronen mit Bandliicke und Energieband.

2.2.8 Harmonischer Oszillator |

In der klassischen Mechanik ist der harmonische Oszillator ein schwingungsfihiges Sys-
tem mit linearer Riickstellkraft, F'(x) = —kx, und dem sich daraus ergebenden Potential
V(x) = mw?2?/2, wobei w = \/k/m. In der Quantenmechanik spielt er zum Beispiel in der
Molekiilphysik, der Festkorperphysik (Gitterschwingungen, Phononen) und in der Atomphy-
sik (Atomfallen) sowie vielen weiteren Anwendungen eine wichtige Rolle. Es ist sozusagen
die Drosophila der Quantenmechanik.

Hier verwenden wir die analytische Methode (nach Sommerfeld), spéter die algebraische
Methode mit Operatoren (nach Dirac, vgl. Kapitel 2.3.8).

Die Problemstellung ist Hy = E mit

2

Pl o 9
H=—+- . 2.
2m+2mwm (2.87)

Daraus ergibt sich mit p = —ih(f—x die Differentialgleichung

2
%w(m) + 271—77; <E — ;mw2x2) P(z) = 0. (2.88)

1. Umformung in dimensionslose Grofen durch v = zv/mw/h und n = 2E/hw, d.h.
Y(z) — 1 (u). Dann gilt
d? 9
S0 + (n— w)p() = 0. (2.59)
2. Asymptotik fiir |u| — oo. Fiir u? > n gilt
d2
P(u) ~ 2

du?

und eine Naherungslosung ist
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denn fiir u? > 1 gilt
u2
Y (u) ~ +uexp <j:2> ,
" N 2 ufZ ~ 0,2 &2
P (u) = (£1 + u”) exp :i:2 A u” exp :i:2 .

Wegen der Normierbarkeit muss 1 (u) ~ exp(—u?/2) fiir |u| — oo gelten.

. Spalte Asymptotik ab,

und setze in (2.89) ein:
d? d

. Potenzreihenansatz: v(u) = Y, a;u’. Dies ist moglich, da v(u) fiir |u| — oo nicht
verschwinden muss, im Gegensatz zu ¢ (u). Aus der Symmetrie V(z) = V(—x) (Paritét)
folgt, dass 1 (u) gerade oder ungerade und damit v(u) = exp(u?/2)y(a) auch gerade
oder ungerade ist, also

vi(u) = Z au’

i=0,2.,4,...

oder v_(u) = Z o’

i=1,3,5,...

Nach Einsetzen und Indexverschiebung gilt

Z (pr2(p+2)(p+1) + au(n —1—2p))u" =0
n

fiir alle u. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

241
iz = ¢ K il (2.91)

pt )t

und damit eine Rekursionsformel fiir ;. Wenn wir ayg fiir v bzw. a1 fiir v_ vorgeben
(Normierung), dann sind alle a, und somit v(u) bestimmt.

Bemerkung: Falls ein o, = 0 ist, dann sind auch alle folgenden o, 12 = a4 = ... =0,
d.h. die Reihe bricht ab und wir erhalten ein Polynom.

Fall 1: Reihe bricht nicht ab. Dann erhalten wir fir die Asymptotik |u| — oo, d.h.

[ — 00
auyye2  2p+l-m  2u 2

. (pH2)p+1) T mE
Falls v(u) gerade ist, dann gilt ag, ~ 1/p! und damit

1
v(u) ~ ﬁu%\

A=0

= exp(u?).
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2 Quantenmechanik

Falls v(u) ungerade ist, dann folgt analog v(u) ~ uexp(u?). Fiir |u| — oo erhalten

wir dann ) )
(u) = exp <—u2> exp(u?) = exp (g) :

was nicht normierbar ist. Damit ist dieser Fall nicht moglich.

Fall 2: Reihe bricht ab. Dieser Fall ist moglich, denn

(1) = v(u) exp (—“22)

mit einem Polynom v(u) ist normierbar.

Damit die Reihe abbricht, muss fiir ein endliches n € 7

2n+1 2B
= n = —_—
7 i
gelten. Fiir die Energie gilt dann
1
E:En:hw(n+2>, n=0,1,2,...| (2.92)

Dies ist die Quantisierungsbedingung fiir den harmonischen Oszillator (siehe b)).

5. Wellenfunktionen:

n=0: a)#0, a0 =ay4=...=0,d.h. vy(u) = ap und wir erhalten die Wellenfunktion
im Grundzustand

i =ouen(-2).

n=1 a1 #0,as=as =...=0, dh. v_(u) = ayu und die Wellenfunktion lautet
w2
Y1(u) = aquexp <—2> .

n=2 ag#0, ag = —2ag, ag = ... =0, d.h. vy (u) = (1l — 2u?) und die Wellen-

funktion lautet
U

1 2
o(u) = 5040 (2 — (2u)2) exp (—2> .
Losungen der Differentialgleichung (2.90) mit n — 1 = 2n

d—2—2ui—|—2n Hy(u) =0 (2.93)
du? du e ’

(n = 0,1,2,...) heifen Hermite-Polynome H,(u), z.B. Ho(u) = 1, Hi(u) = 2u,
Ho(u) = (2u)? — 2, H3(u) = (2u)? — 6(2u),. ..

Mehr dazu spéater (vgl. 2.3.8).
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2.2 Teilchen in einer Dimension

Abbildung 2.27: Loésungen des Harmonischen Oszillators
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2 Quantenmechanik

2.3 Mathematisches Geriist der Quantenmechanik

Literatur: | , Kapitel 3]

2.3.1 Zustande und Observablen
Definition: Ein Zustand ist ein minimaler Satz von Informationen, mit denen sich das System
(zu einer festen Zeit t) vollstandig beschreiben lésst.

Definition: Eine Observable ist eine (im Prinzip) messbare Eigenschaft des Systems. Sie ist
eine Funktion der Zustandsvariablen.

klassische Mechanik Quantenmechanik
Zustand Punkt im Phasenraum U(7,t) oder W(p,t)
(verallgemeinerte) Orte/Impulse
(q1,---+Gs: P15, Ds) )
Observable  f(q1,---,qs,P1y---,Ds) Operator O
Verallgemeinerungen:

1. W(p) enthlt die selbe Information wie W(7). Um weder die 7 noch die p-Darstellung
zu betonen, schreibt man auch |¥) (Dirac-Ket).

2. Allgemein wird der Zustand als Wahrscheinlichkeitsamplitude in Abhéngigkeit von
Werten eines vollsténdigen Satzes vertraglicher Observablen angegeben.

Observable Operator Eigenwerte Zustand

Ort P FeR’ (7)

Impuls 7 peR3 \il(ﬁ)

allgemein Ay, Ay,..., Ay a1,a9,...,an V(ay,ag,...,an)

wobei [Ai,flj] =0 firallei,j=1,...,n.

3. Préaparation von Zustédnden: Messung eines vollstandigen Satzes von Observablen mit
Ergebnis a1, as, ..., a,. Damit kollabiert die Wellenfunktion ¥(ay,...,a,) in 6(a; —
ay)---o(an — ap).

4. In der Quantenmechanik haben wir im Allgemeinen keine Gewissheit, sondern eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung |¥ (a1, ..., a,)|?.

5. Die Heisenbergsche Unschérferelation verhindert, dass weitere Observablen mit Gewiss-
heit bestimmt sind. Die maximale Information haben wir im reinen Zustand |¥). Falls
wir weniger Informationen haben, als maximal mdoglich, haben wir einen gemischten
Zustand (vgl. Ende Kapitel 2.3.7).
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2.3 Mathematisches Geriist der Quantenmechanik

2.3.2 Der Hilbertraum

klassische Mechanik Quantenmechanik

Menge aller Zustdnde Phasenraum Hilbertraum
1 Teilchen R3 x R® = R® L?(R3) (quadratintegrable Funktionen)
N Teilchen R3N x R3N = ROV [2(R3N)

Definition: Ein separabler Hilbertraum H (oft nur als Hilbertraum bezeichnet) ist eine Menge
(hier: Menge aller Zusténde), welche folgende Eigenschaften besitzt:

(I) H ist ein komplexer Vektorraum,

(IT) auf H ist ein Skalarprodukt definiert,
(III) H ist separabel,
(IV) H ist vollstandig.

Genauer gilt:

(I) |¥) € H sind Vektoren, es gelten die Axiome eines Vektorraums:
a) Auf H sind zwei Abbildungen definiert:

HXH—=H (Jo),|8))— |a)+]|5) (Addition) (2.94)
und
CxH—H (c]a))— cla)(skalare Multiplikation). (2.95)
b) Kommutativitét
) +18) = 18) + |a) - (2.96)
¢) Assoziativgesetze
@) +(18) + 1) = (la) +18)) + ), (2.97)
(c1e2) |a) = c1(e2 |a)). (2.98)
d) Nullelement
0 eH:|a)y+0=|a) fir alle |a) € H. (2.99)
Damit gilt
0]o) =0 fiir alle |o) € H,c0 =0 fiir alle c € C. (2.100)
e) Inverses/Subtraktion
Viepe H F—o) e H:|a)+ (—|a)) =0. (2.101)
f) Distributivgesetze
c(la) +18)) = cley +¢1B) (2.102)
(c1+e2)|a)y =c1|a) + o). (2.103)
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2 Quantenmechanik

Weitere Begriffe aus der linearen Algebra sind:

(i) |a1),...,|an) € H sind linear unabhdngig

n
= <Zci|ai>:O:>61262:...:cn:()>. (2.104)

i=1
Eine unendliche Menge {|a;) |i € N} heift linear unabhéngig, falls jede endliche
Untermenge linear unabhéngig ist.

(ii) Eine Basis von H ist ein maximaler Satz von linear unabhéngigen Vektoren, d.h.
jeder Vektor |¥) kann als Linearkombination von einer Basis dargestellt werden.

(iii) Die Dimension von H ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren von
H (=Anzahl von Vektoren in einer Basis von H).

Bemerkung: Die Dimension kann auch unendlich sein.

(IT) Skalarprodukt ist eine Abbildung, welche jedem Paar |a) ,|3) € H eine komplexe Zahl
(a] B) € C zuordnet. Das Skalarprodukt sei

a) hermitesch

(Bla) = (alB)", (2.105)
b) linear im zweiten Argument

(a] B1 + B2) = (a] 1) + (a| B2)
[7) = c|B) = (a|7) = c(a| B)

Daraus folgt mit (IT)a die Antilinearitdt im ersten Argument mit

0) :==cla) = (8] B) = " (a] B), (2.106)
¢) positiv definit:
(ala) > 0 fiir alle |a) € H (2.107)
und
(ala) =0« |a) = 0. (2.108)

Bemerkung: Die Notation (a|fB) (nach Dirac) ist etwas seltsam, aber praktisch und
wird spéter klarer.

Daraus abgeleitete Begriffe:

(i) Zwei Vektoren |a),|5) € H heifen orthogonal, falls (| 8) = 0. Es gilt (a| ) =
0 = |a),|pB) sind linear unabhéngig. (Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.)

(ii) Die Norm (Lénge) eines Vektors |a) ist definiert durch

el = [} | = v/ (al @) = 0. (2.109)
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2.3 Mathematisches Geriist der Quantenmechanik

(iii) Die Metrik (der Abstand) ist definiert durch

d(le) ;18)) = [lle) = 18] - (2.110)
(iv) Konvergenz: Die Folge |ay), n = 1,2, ... konvergiert (stark) gegen |a), falls
Tim o) — [a)]] = 0. @.111)

(v) Eine Cauchy-Folge ist definiert durch
Ve >0 3IN(g) e N:Vn,m > N(e): |||an) — |am)| < &. (2.112)
Jede (stark) konvergente Folge ist eine Cauchyfolge (die Umkehrung gilt im All-

gemeinen nicht).
Eigenschaften (Beweis sieche Ubungen):
(a) Schwarzsche Ungleichung
[ Cal B) | < lall Bl (2.113)

(b) Dreiecksungleichung
Hlall = 181 < [l +18) I < lleell + 1181 -

Bisher war H ein komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt ((I),(II)). Fiir endlichdi-
mensionales H reichen die Axiome (I) und (II) vollig aus!

a) Seien |p1),...,|¢n) € H linear unabhéngige Vektoren, n := dim#, d.h. die Vek-
toren aus {|p;) }i=1,...» bilden eine Basis von H
b) Wahle beliebiges |p) € H Dann ist die Menge {|¥),|¢1),...,|¢n)} linear abhén-

gig, d.h. es gibt ¢q,...,ch41 € C, die nicht alle gleich 0 sind, sodass

n
> cilei) + et [) =0
=1

gilt. Dann ist ¢,41 # 0, sonst wére {|@;)}i=1,.. n linear abhéngig. Somit kénnen
wir durch ¢, 41 teilen und erhalten

n

n=3

i:1

Zd i) -

Da |¥) € H beliebig war, konnen wir jedes Element aus unserem Hilbertraum in
einer Basis {|¢;) }i=1,..n entwickeln.

c) Wir kénnen {|¢;)}i=1,... n sogar orthogonalisieren, z.B. durch das Gram-Schmidt-
Verfahren. Damit kénnen wir unsere Basiselemente |ay) , .. ., |ay,) linear unabhén-
gig und paarweise orthogonal orthogonal wahlen, sodass

n

T) = e o) (2.114)

i=1
gilt. Wenn wir die |ay) zusitzlich noch auf 1 normieren, d.h. (a;] a;) = [Jas||* = 1,
erhalten wir eine Orthonormalbasis oder auch vollstindiges Orthonormalsystem

genannt. Es gilt
(an| am) = dmn. (2.115)
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(111)

88

d) Bilde das Sakalarprodukt von |¥) mit |a,):

n n

(am| W) =) ei(am| i) = €ibmi = em.

i=1 i=1

Damit erhalten wir die Koeffizienten der Entwicklung durch

em = (am| V)] (2.116)

Bemerkung:

e Die bisherigen Eigenschaften gelten soweit nur fiir einen endlichdimensionalen
Hilbertraum H.

e In den meisten physikalischen Problemstellungen ist H unendlichdimensional.
e Der unendlichdimensionale Fall ist viel trickreicher, aber wir gehen hier nicht auf
alle Schwierigkeiten ein.

e Im unendlichdimensionalen Fall benttigen wir die Forderungen (III) und (IV) an
den Hilbertraum.

H ist separabel, d.h. es gibt in H (mindestens) eine iiberall dichte Folge |a,), n =
1,2,... Uberall dicht heifst, dass die Folge jedem Vektor |¥) € H beliebig nahe kommt.
Mathematisch ausgedriickt:

Ve>0 dImeN:||la,) —|P)| <e

Diese Bedingung erlaubt es, auch im unendlichdimensionalen Hilbertraum eine Ortho-
normalbasis zu konstruieren. Diese besteht dann aus abzéhlbar vielen Vektoren. Damit
ist die Dimension von A hochstens abzdhlbar unendlich. Jeder Vektor |¥) € H lasst
sich entwickeln als

W) = cilai), (2.117)
mit ¢; = (a;| V). (2.118)
Aber in vielen Féllen ist H ,nicht wirklich® separabel, weil die Basis von H aus iiber-

abziihlbar vielen Vektoren besteht, z.B. ebene Wellen im R® mit exp(ik - 7), k € R%.
Spéter erfahren wir mehr dazu.

‘H ist vollstdndig, d.h. jede Cauchyfolge in H ist konvergent in H. Wir fordern diese
Eigenschaft, um die Konvergenz von (2.117) sicherzustellen. Dafiir muss gelten

o
NP = (0 W) = D eic) (gl ai) = Y cicidiy = ) leif* < oo,
ij ij i=1

d.h. 3, |ci|* muss konvergent sein (in R), bzw. die Folge der ¢; € C muss in Iy = I3(C)
(Hilbertraum klein-l2) sein. Diese Bedingung ist nicht hinreichend, denn definiere

k
= i |/ v) = li
| Bk Zc |a;) , sodass |¥) k;rglo|ﬁk>

=1
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gilt. Existiert dieser Grenzwert? Dazu betrachten wir (ohne Einschrankung sei k > [)

2 2 k
18e) = 1812 = || D cilaa)|| = D el
i=l+1 i=l+1

Da Y, |ci|?> konvergent ist, bilden die Partialsummen s = Zle |lc;|? eine Cauchyfolge
und damit auch die |5;). Da H vollstandig ist (Axiom (IV)), konvergiert die Folge |5y),
d.h. die Reihe (2.117) ist konvergent.

Zusammenfassung
Die Hilbertraumaxiome (I)-(IV) garantieren, dass es moglich ist, jeden Zustand |¥) € H in
einer Orthonormalbasis zu entwickeln:

n

@) = cilas) (2.119)

i=1
mit den Koeflizienten

Die Koeffizienten sind beziiglich einer Orthonormalbasis eindeutig festgelegt A(Entwicklungs—
satz), d.h. {¢;}i=1,2,.. enthélt dieselbe Information wie |¥) (oder ¥(7) oder ¥(p)), somit ist
{¢i}i genauso eine Darstellung des physikalischen Zustands.

Bemerkung: Beim Wechsel auf eine andere Orthonormalbasis &ndern sich die Entwicklungs-
koeffizienten, d.h. diese sind immer beziiglich einer Basis anzugeben!

Das Skalarprodukt von [¥) = . ¢; |oy) und |®) = . d; |a;) betrigt in einer Orthonormal-
basis {|a;)}i=1,...

(O] @) =) cid;. (2.121)

J

Beispiel:

Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen H = L? (vgl. Kapitel 2.1)

Definition:

L? = [*(R?) := {\11 'R = C ‘/d3r|\11(17’)|2 < oo} : (2.122)

Zeige, dass L? ein Hilbertraum ist:

(I) Skalare Multiplikation: ¢V : 77— c¥(7) (c € C),
Addition: ¥ + ¥y : 7> \111(77) + \PQ(F),
Null: ¥ : 7 0.
Zeige, dass diese beiden Verkniipfungen abgeschlossen sind und mit der Null die ent-
sprechenden Axiome erfiillen (siehe Ubungen).
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(IT) Skalarprodukt
(| W) = /d37~<I>*(F)\IJ(fF’) eC (2.123)

Zeige, dass (®| W) fiir alle ®, ¥ € L? existiert. Die sich daraus ergebende Norm ||¥| =
V(| W) =/ [ d3r|¥(F)|? stimmt mit der bereits frither definierten Norm iiberein.

(III) wird genauso wie (IV) nicht hier, sondern in der Mathematik bewiesen.

Uneigentliche (Dirac-)Vektoren
In vielen Féllen reicht eine abzdhlbar unendliche Hilbertraumbasis nicht aus.
Beispiel:

(a) Ortsmessung 7 hat als Eigenwerte ganz R?, eine iiberabzihlbare Menge, dazu gehoren
tiberabzéahlbar viele Eigenvektoren W (7) ~ §(7—7), die alle paarweise orthogonal sind.

(b) ebene Wellen: Eigenzustinde des Impulses mit W (7) = C exp(ik - 7), k € R sind nicht
normierbar.

Idee: Beginne mit einer diskreten (abzéhlbaren) Basis, z.B. ¥, (7) und betrachte dann den
Kontinuumslimes Y — [. Aus dem Entwicklungssatz folgt dann

U) = (ail ¥) |as)
)= [ dp (0, ¥) o). (2124)
wobei aus dem diskreten Index ¢ = 1,2,... der kontinuierliche Index p (z.B. p € R, pv € |R3)

wird und aus |a;) der uneigentliche Vektor |ay). Beim Skalarprodukt mit ‘ap/> gilt dann
unter Verwendung der Linearitat

(o ap) -

v) = /dp(ap\ U)oy

Da links und unter dem Integral die selbe Funktion <04p/ \IJ> nur mit einem anderen Argument

steht, muss fiir das Skalarprodukt <ap/ ap> gelten

(ap|ap) = 6(p = ). (2.125)

D.h. uneigentliche Vektoren (in einer Orthonormalbasis) sind auf J-Funktionen normiert.
Dies wird verwendet, um ebene Wellen zu normieren.

2.3.3 Dualraum, Dirac-Notation

Definition: Der Dualraum H* zu H ist definiert als Menge aller linearen Abbildungen f :
H — C (lineare Funktionale).
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1. Der Dualraum H* ist wieder ein komplexer Vektorraum mit den beiden Verkniipfungen

cf +|¥) = cf(|¥)),
fit fo [9) = f1([) + fo(|9)).
Verwende das Skalarprodukt, um lineare Funktionale zu konstruieren. Wéhle dazu

|®) € H und definiere

fo :H—C,|U) — (P|T).
Diese Abbildung ist linear, weil das Skalarprodukt linear im zweiten Argument ist, d.h.
jedem |®) € H ist ein fo € H* zugeordnet. Erhédlt man so ganz H*?
Riesz’scher Darstellungssatz: Zu jedem h € H* existiert genau ein Vektor |®) € H mit
h = fs.

Beweis: Wéhle h € H beliebig, d.h. h : # — C und suche |®) € H mit h(|¥)) = (| V)
fir alle |¥) € H. Verwende dazu eine Orthonormalbasis {|c;) }i=1,2,.. von H. Dann gilt
|®) =", ¢i|ag) mit ¢; = (a;| ®). Wéhle nun |¥) = | ). Dann gilt h(joy)) = (P| o) =
cj. Damit kennen wir nun |®)

@) = Zh(lai>)* i) -

O]

Jedem Vektor |®) € H ist also ein eindeutiger Vektor fe € H* zugeordnet und umge-
kehrt. Damit stimmen auch die Dimensionen von ‘H* und H iiberein.

Notation (nach Dirac): fg =: (®|. Damit lasst sich die Auswertung der Abbildung

fa(|9)) = (@] V)

intuitiv schreiben, d.h. das Skalarprodukt ist das Produkt eines Vektors aus (®| €
H* (,bra“) und eines Vektors |¥) € H (,ket”), zusammen (®| W)  brat+c+ket (engl
SJKlammer®).

2.3.4 Lineare Operatoren

Lineare Operatoren entsprechen physikalischen Observablen. Ein Operator A ist eine Abbil-
dung, die jedem |a) aus dem Definitionsbereich D4 C H einen ,\Wert“ A |a) im Bild R4 C H
zuordnet.

Linear bedeutet

A(|W1) + [W2)) = A|¥q) + A|Ws), (2.126)
Ale| D)) = cA | T) (2.127)

flir alle c € C, U, ¥, Uy € H.
Zwei Operatoren A und B sind gleich, A = B, falls

Dy =Dpund Ala) = Bla),V|a) € Dy = Dp. (2.128)
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Weitere Definitionen:

(A1+A2)‘\I/> = A1’\1’>+A2‘\I/>, ’\I’> € Dy, N Dy,, (2.129)
(cA)|T) :=c(A|¥)), |¥) € Dy, ceC, (2.130)
(A1A2) |T) := A1 (Aa(]|T))), |¥) € Dg, und Ag |U) € Dy,. (2.131)
Nulloperator:
0[P) := 0. (2.132)
Identitat:
1|W) =1|T) :=|T). (2.133)

Adjungierter Operator

Der Operator A sei vorgegeben auf H, |o) € D4, (8] € H*. Definiere |&) := A |a) und be-
trachte (5| @) = (B |A| a). Dies ist ein lineares Funktional angewendet auf |a). Wir schreiben
dafiir

fap:la) = (BlA[a).

Da fa 3 € H* liefert der Satz von Riesz genau ein ‘B> € Hmit fag= <5~ , d.h.

(BlAla) = <5( a>- (2.134)

Wie hiangt nun ‘ B> von |B) und A ab? Diese Beziehung muss linear sein in |3). Deshalb

definieren wir

‘5> = AT|B). (2.135)

AT heifit der (zu A) adjungierte Operator.

Bemerkung;:

1. Wenn der Definitionsbereich ganz H ist, d.h. D4 = H, dann ist der Definitionsbereich
von D 4+ nach dem Satz von Riesz ebenfalls ganz H.

2. Falls Dy # H, dann muss ‘B> nicht fiir jede Wahl von |3) existieren und D 41 := {|3) €
H: ‘B > existiert } ist im Allgemeinen ungleich D 4.

3. Fir |a) € Dy, |8) € D4 gilt mit (2.134)

(BlAla) = <a)AT)6>* : (2.136)

Diese Bezichung kann ebenfalls zur Definition von A verwendet werden.

4. Es gilt

&) = Ala) = (@] = (a| AT| (2.137)
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Beweis:

<a\w>::<m\dy::<@¢A¢af(25”)<a]Ai]w>.

O
5. Falls Dy, D 4+ passen, dann gilt
(ANt = 4| (2.138)
6. Rechenregeln
(AB)' = BTAT, (2.139)
(A+ B)f = AT + BT, (2.140)
(cA)T = c* AT (2.141)

7. Im Hilbertraum L? gilt
/‘IIE(F)A‘IH(F)CF’T = /(AT‘IIQ(F))*\IH(F)d?’T. (2.142)

Definition: Ein hermitescher Operator ist definiert durch die beiden
folgenden Eigenschaften

1. Dp= Dy =H,
2. A=Al
Bemerkung:
e Bisher sind alle physikalischen Observablen durch hermitesche Operatoren beschrieben.
e Mit (2.137) und A = AT folgt (¥ |A| ) € R reell.
e Die obige Definition kann (streng genommen) oft nicht angewendet werden, weil Ei-

genschaft 1 nicht zutrifft. Dann muss man zwei Félle unterscheiden:

(a) Falls A beschrankt ist, d.h. Ja > 0 mit ||A|a)| < all|o)] fir alle |a) € Dy ist
die Definition ausreichend. Dies trifft insbesondere fiir alle (linearen) Operato-
ren auf endlich dimensionalen Hilbertréumen zu. Man nennt dann hermitesche
Operatoren auch selbstadjungiert.

(b) Falls A unbeschréankt ist, was auf auf die meisten physikalisch relevanten Opera-
toren zutrifft, muss man zwischen symmetrischen und selbstadjungierten Opera-
toren unterscheiden.

Dazu zunéchst einige Definitionen:

Definition: Ein Operator A ist dicht definiert in H, falls D4 = H, wobei D4 der Abschluss
von D4 ist.

Definition: Sei der Operator A dicht definiert in H und es gelte (&| 5) = <a| B> mit |&) =

Ala), B = A|B) fiir alle |a),|B) € D4. Dann heift A symmetrisch, formal A C Af, d.h.
Dy CDAT undA:AT\DA.

93



2 Quantenmechanik

Definition: Sei der Operator A dicht definiert in # und es gelte A = AT (d.h. Dy = D44
und A = AT in D). Dann heifit A selbstadjungiert.

Bemerkung: Falls A selbstadjungiert ist, so ist A auch symmetrisch. Die Umkehrung gilt
nicht immer! In der Physik wird die Unterscheidung oft nicht gemacht. Man benutzt oft
hermitesch ohne die Definitionsbereiche D4, D 4+ zu beachten.

Operatoren in einer Basis, Matrixdarstellung

Definition: (dyadisches Produkt) Zu |a),|5) € H definiere den Operator |«) (8] durch
(la) (BI) [¥) := |e) (B ¥) = (B] ) |a) . (2.143)
Sei |¥) € H beliebig und {|a;)}i=12,... eine Orthonormalbasis. Dann gilt
@) =) gilow) mit g = {au| ¥)

und A |¥) = Zin ;) =: Zri la)

Wir erhalten aullerdem

(i 141 0) = " ri{aylas) = ;.
i
Dann konnen wir einsetzen und erhalten

ANT) = (i [A] ) |oy)

7

=> D g (eilAlay) | |a)
i J
= 3 (031 9) (o Al ) o)

= Z i) (i [ Al o) (| @)
_ Z o) ey AZ |aj) (o] |0) .

=1 =1
Damit gilt
A=Y lag) (o A as) (il = Y (oAl i) |a) (e - (2.144)
Die Matrizelemente (o |A| o) =: Aj; sind die Eintrdge der Matrix des linearen Operators

in der Orthonormalbasis {|a;)}. Im Spezialfall A = 1 erhalten wir die Auflésung der 1:
L=>; o) {al.

Zu |o) € H mit [|a|| = 1 definieren wir nun den Projektor P,y durch

Poy = |a) (af . (2.145)
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Dann gelten folgende Eigenschaften

Pry = Py, (2.146)
(a] B) = 0= PP =0, (2.147)
P! = Py, (2.148)
und fiir |o), ... |og) € H mit (a;| ;) = 6;; kann man allgemeiner definieren

k
Pi=> o) (ol (2.149)
=1

Definition: Falls fiir die Operatoren A und B gilt, dass Dy = R4 und AB = BA = 1, dann
ist B der inverse Operator zu A, schreibe B = A~1.

Bemerkung: A~! existiert nicht immer.

Eine weitere Klasse von Operatoren sind solche, die das Skalarprodukt erhalten, d.h. fiir alle
1), |T) € H und ‘<i>> U ), > U W) gilt

(#]%) = (e|viv] ) = o).
Dies kann nur erfiillt sein, falls UTU = 1. Weiter gilt UT )<i>> =UU |®) = |®) und UT ‘\if> =
|¥). Daraus folgt (®| V) = <<i> ‘UUT‘ \il>, d.h. UUT = 1. Dies fiihrt uns auf die folgende

Definition.

Definition:
U witir : UU=UU'=1U=U"T (2.150)

Fiir den Ewartungswert (O) = (¥ |O| ¥) eines Operators O gilt mit ‘\Tl> =U|¥)
(0) = (¥ ‘UOUT‘ V) = (¥ ‘O‘ ), (2.151)

d.h. er ist invariant unter unitéren Abbildungen, falls der Operator mittransformiert wird
durch O - O = UOU".

Basiswechsel

(I) Zusténde
Seien zwei Orthonormalbasen {|o;)}i=12,.. und {|3;)}i=1,2,.. und ein Zustand |‘I/) =
Yo ailag) = >0, bi |B;) gegeben. Durch Normlerung erhalten wir (O|w) = |9 =1,
d.h. Y Jai> = 3, > = 1. Wie hiingen nun die a; und b; zusammen? Es gilt

by = (5| ) = Z(ZJ Bil aj) :ZajUij,
J

a; = (| U) = Zb (il Bj) ijU]
J
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a b1
und mit @ = (72), b= <b2> folgt

b=Ua, i=(U")"b. (2.152)
U ist die Matrix mit den Eintragen U;;. Man kann zeigen, dass (U T) g gilt. Damit
folgt
U'b=U'li = a,
Ui=UU'b=b,
=UU=UU"=1,

d.h. die Basiswechselmatrix U ist eine unitdre Matrix.

(IT) Operatoren
Sei O ein Operator und A;; = (o, |O| o) bzw. B;j = (5; |O| B;) die Entwicklungskoef-
fizienten der Operatoren beziiglich der beiden Orthonormalbasen (siehe 2.3.4). Mit

‘BJ —]1‘5] Z‘ak ak’ﬂ]

folgt

Bi; = (B [101] 8;) = > (Bil aw) (o [O] eu) (eu| Bj) = Y U AUy
ol

kl
Damit gilt

B=UAU' und A=U'BU, (2.153)

d.h. der Basiswechsel zwischen den Orthonormalbasen {|a;)}; und {|5;)}; wird voll-
stdndig durch die Matrix U beschrieben. U entspricht einem unitéren Operator U =

>ij lai) Ui {ay.
2.3.5 Eigenwertproblem

Sei ein Operator A gegeben. Gesucht ist nun ein |¥) # 0 und ein A € C mit
A|T) = \|T). (2.154)

Beispiel: Zustdnde mit ,scharfem” Messwert A einer Observablen A, z.B. fir A = H die
zeitunabhéngige Schrodingergleichung HV = EWV.

Fiir die Beschreibung des Eigenwertproblems und seiner Losungen bendtigen wir folgende
Begriffe:

(1) A heift Figenwert von A, |¥) heift ein zu A\ gehoriger Figenzustand (Eigenvektor) von
A

96



2.3 Mathematisches Geriist der Quantenmechanik

(i)

(iii)

(iv)

Falls |¥;) und |¥2) beide Eigenzustéinde zu X sind, dann auch a; |¥1) + a2 |Vs) fiir
beliebige ai,as € C. Die Menge der Eigenvektoren zu A ist ein Unterraum FE) C
‘H, der sogenannte Figenraum zu A. Die Dimension von E) ist die Anzahl der linear
unabhéngigen Eigenvektoren zu A und wird als Entartungsgrad

gy = dim F)
von A bezeichnet. Falls gy > 1 bezeichnet man X als entartet.
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig, solche zum selben
A konnen linear unabhéngig gewahlt werden.
Gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren? (s. unten)

Die Menge der Eigenwerte S4 C C von A bezeichnet man als Spektrum von A. Dieses
kann diskret, kontinuierlich oder gemischt sein.

Beispiel: Fir A = H,d.h. H |¥) = E |V), enthélt das Spektrum die erlaubten Energien
des Systems (der stationédren Zusténde).

a) Im Fall des unendlich hohen Potentialtopfs oder des harmonischen Oszillators ist
das Spektrum diskret.

b) Fiir den endlich hohen Potentialtof und Atome erhalten wir ein gemischtes Spek-
trum.

c¢) Bei freien Teilchen und Streuung an einer Potentialbarriere ist das Spektrum
kontinuierlich.

Gibt es immer Losungen zum Eigenwertproblem (2.154)7 Die Antwort liefert uns der Spek-
tralsatz (aus der linearen Algebra).

Satz (Spektralsatz). Sei A normal, d.h. [A, AT] = 0, dann (und nur dann) existiert eine
Orthonormalbasis {|c;) }i von Eigenvektoren von A, d.h. A o) = A |a;) mit

i, diskret,
(il aj) = . o
0(i —7), kontinuierlich.

Beweis: [A, ATl = 0 = A hat eine Orthonormalbasis

1.

2.

Die Menge der Eigenzustéande spannt ganz H auf (ohne Beweis).

Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Da [A, AT] = 0 gilt,
kénnen wir gemeinsame Eigenzustéinde |¥;) zu A und Af finden mit

AW;) = A|;) und AT W) = A*|0,) .
Seien |¥1) und |¥5) Eigenvektoren von AT und A zu Ay, Ay mit A\; # Ap. Dann gilt
(W |A]W2) = Az (W1 | Wa) = (s |AT| W2} = (X (W] 01))" = 2y (0] W),

Damit folgt
(A2 = A1) (W] Wg) =0, (2.155)

und wegen A\; # A2 muss (V| Wy) = 0 gelten, d.h. [¥;) und |¥3) sind orthogonal.
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3. Falls A entartet ist, konnen entsprechende Eigenzusténde |Uyp),...,|¥o) € Ey (mit
Gram-Schmidt) orthogonalisiert werden.

O
Spezialfalle:

(i) Hermitesche Operatoren erfiillen A = AT, d.h. [A, AT] = [4, A] = 0. Sie haben die
Eigenschaft, dass S4 C R gilt und die Erwartungswerte reell sind.

(ii) Unitdre Operatoren erfiillen UTU = UUT = 1, d.h. [U,U'] = 0. Alle Eigenwerte von
unitdren Operatoren erfiillen [\| = 1.

Anwendungen des Spektralsatzes:

1. Die zeitunabhéngige stationdre Schrodingergleichung hat immer einen vollstdndigen
Satz von Losungen.

2. Spektraldarstellung von Operatoren.

Spektraldarstellung von Operatoren

Sei A ein normaler Operator (z.B. hermitesch). Dann existiert (laut Spektralsatz) eine Or-
thonormalbasis {|a;)}; mit Alo;) = Ai|a;). Sei |¥) € H beliebig. Dann kénnen wir |¥) in

der Basis darstellen als
= Zci ) = Z (i O) Jo) -

%

Wende nun A auf |¥) an

AW = (| U) Alos) = > (] T) A o) Z/\ ) (o] )

i 7

Da dies fiir ein beliebiges |¥) gilt, erhalten wir

A= Z /\i ]a,> <Ozz‘ . (2.156)

Dies ist eine Matrixdarstellung von A. In der Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A
wird A durch eine diagonale Matrix dargestellt. Die Eintrége auf der Diagonalen sind die
Eigenwerte.

Mit dieser Darstellung lésst sich einfach rechnen:

(a) Potenzen A" sind definiert durch A" := A--- A (n-mal), A° := 1. Mit (2.156) und

<O[Z" Oéj> = (51']' folgt
= A ow) (il -
i
(b) Polynome: Sei p(x) = o+ 12+ cox? + ... + ¢,2" ein Polynom. Dann ist das Polynom
eines Operators definiert als

p(A)::co—i—clA—l—cQAZ—i—...—i—an” Zp ) i) (vl -
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(c) Potenzreihen, z.B. Exponentialfunktion oder beliebige analytische Funktion,
— 1
A Ai
€ = EAH = Ze |ai) (o]
n=0 %

(d) Fiir eine beliebige Funktion f :S4 — C gilt

f(A) = Z () |ei) (] - (2.157)

2.3.6 Messprozess in der Quantenmechanik

Messapparatur Beobachter

O=o0f

Klassisch kann der Einfluss der Messung auf das System (im Prinzip) beliebig klein gemacht
werden. In der Quantenmechanik existiert dagegen eine minimale Stérung des Systems durch
die Heisenbergsche Unschérferelation (vgl. 2.1.7). Wir haben bereits gesehen, dass eine phy-
sikalische Observable (in der Quantenmechanik) einem hermiteschen Operator O = O ent-
spricht (und umgekehrt). Aus der physikalischen Messung wird dann ein Eigenwertproblem
zum Operator O, d.h. O |\) = A |A), wobei |A) der Eigenzustand zu A ist. Bei Entartung von
A schreiben wir A1), ..., |\, ) fiir die Eigenvektoren zu A. Wegen Of = O bilden die |\) eine
Orthonormalbasis mit (A| A') = dyy und A € R.

Physikalische Tatsachen
(Fall ohne Entartung, vgl. Abbildung 2.28)

1. Mogliche Messergebnisse bei Messung von O sind die Eigenwerte von O, A € Sp C R.

2. Die Wahrscheinlichkeit, dass A gemessen wird bei gegebenem Zustand |¥) und Obser-
vable O ist durch die Born’sche Regel gegeben

PO\ =|(\D) 2| (2.158)

Wenn [[A]| = ||| = 1 gilt, folgt 0 < P(\) < 1.

3. Der Zustand nach der Messung von O mit Ergebnis A ist der Eigenzustand |\). Man
spricht dabei vom Kollaps der Wellenfunktion.

Es gilt |Wyorher) = »; @i |[Ai) und a; = (Ai| Yyorher) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude,
dass \; gemessen wird. Bei der Messung von O erhalten wir mit der Wahrscheinlichkeit |a;|?
den Eigenwert A\; und |y achher) = |Ai)-

Dies hat folgende Konsequenzen:

1. Die Messung von O kann als Préaparation der Eigenzusténde |);) verwendet werden.
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A ) A ()P

Ortsmessung

x| |2 i 0 (X — X
|1} | Ergebnis xg ( )

Abbildung 2.28: Messprozess in der Quantenmechanik, Kollaps der Wellenfunktion

2. Falls [Wyorher) = |\i) war, erhalten wir mit Sicherheit nochmals das Ergebnis A; (z.B.
zweimal dasselbe Ergebnis, wenn man O zweimal hintereinander misst).

Beispiel (Ortsmessung O = 7, drei vertriagliche Operatoren):

1. Eigenwerte 7 € Sy C R?, Eigenzustéinde |7) (uneigentliche Dirac-Vektoren)

2. Die Wahrscheinlichkeit, 7 zu messen, betrigt P(7) = | (7] ¥) |? Kapitel 2.1

damit erhalten wir mit

() und

(71 0) = 0(P)] (2.159)

einen Zusammenhang zwischen dem (abstrakten) Dirac-Ket |¥) und der Wellenfunk-
tion ¥(7). Analog gilt

(Pl U) = U(p) | (2.160)

Aus (2.159) folgt aukerdem
v =) = [&rin (e = [ @, (2.161)

3. Der Zustand nach der Messung mit dem Ergebnis 7 ist

() “E (#17) = 67 - 7).

a) Darstellung von Messungen mit Projektoren

In der Spektraldarstellung lautet der hermitesche Operator O im Fall ohne Entartung
0= AN (A=) AP
A A

wobei Py := |\) (A| der Projektor auf den Eigenvektor A ist. Mit Entartung gilt
9x
0= AY ) NI= D AP,
A =1 A

wobel hier Py = >, |\;) (\i| der Projektor auf den Eigenraum E) zum Eigenwert A ist.
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b) Messprozess in der Quantenmechanik, allgemeiner mit Entartung

Sei O eine Observable mit O = OF.
1. Mogliche Messergebnisse sind A € Sy (Eigenwerte von O).
2. Die Wahrscheinlichkeit, dass A gemessen wird betrdgt ohne Entartung
PO) = [(A[0) = (A[0)" (A|®) = (T A) (A ¥) = (¥ || ¥), (2.162)
d.h. die Wahrscheinlichkeit, A zu messen ist der Erwartungswert von Py!

Mit Entartung gilt dann

gx

PA) = ([P W) = (W] X) (A ¥) = wa

i=1
Dies ist wieder die Born’sche Regel.

Fiir die Summe der Wahrscheinlichkeiten gilt

S PO PES TN (o) P = <\P
A

\P> = <\P!Z|Az~> (il @)
-

A =1
=1
= (0| 0) = [|¥|* =
falls |¥) normiert ist. Alternativ gilt
d Pi=1| (2.163)
A
3. Der Zustand nach der Messung ist im nicht entarteten Fall
[A) o< Py [®) = |A) (A[ W)
~——
#0
Im Fall mit Entartung gilt
‘lIl/> _ P)\’\I/> _ P)\‘\I/> Pf;PA P)\|\I/> _ P)\’\I’>
[P 2] (U [PATP\[ ) VIZIP[W) /PN

d.h.

ZM (Xi| D)

2.3.7 Postulate der Quantenmechanik

1. Zustdnde des Systems entsprechen Vektoren |¥) im Hilbertraum H.
Die Ortsdarstellung lautet: ¥(7) = (7| ¥) (7 ist Eigenzustand von 7).
Die Wahrscheinlichkeitsamplitude, ein Teilchen bei 7 anzutreffen, ist (7).
Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen bei 7 anzutreffen, ist |W(7 )\2
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2. Messung einer physikalischen Grofe (Observable) entspricht einem linearen hermite-
schen Operator O = ), APy (auf H), wobei A ein Eigenwert von O und Py die zuge-
horige Projektion auf den Eigenraum FE) ist.

(a) Mogliche Messergebnisse sind die Eigenwerte A von O (Spektrum Sp).
(b) Die Wahrscheinlichkeit, dass A im Zustand |¥) gemessen wird, ergibt sich durch
die Bornsche Regel

| (A W) |2, (nicht entartet),
521 | {Xi| ¥)|?, (entartet).

PQA) = (V|| V) :{

(c) Der Zustand nach der Messung von A ist

, Py | W) IA) (nicht entartet),
‘lp > NI > ~Palnfd) (entartet)
(ZIB) VAN

(d) Eine wichtige Folgerung ist, dass der Erwartungswert von O gegeben ist durch

(0)=> " AP(N) =(T[0|T).
A

3. Die Zeitentwicklung von |¥) ist gegeben durch die zeitabhéngige Schrodingergleichung
0
h— |V) = H |V
i W) = H|9),

wobei H der Hamiltonoperator ist. Die Ortsdarstellung ist gegeben durch (7], 1 =
[ d3r |7 (7. Damit lautet die Schrodingergleichung

mgtq,(f; t) = HU(F,t), mit 0 = H(7,—ihV).

Erweiterung: gemischte Zustande

Bisher hatten wir reine Zustédnde |¥) als Ergebnis einer vollstdndigen Préparation (Messung
eines maximalen Satzes vertriglicher Observablen). Wir haben also die maximale Informa-
tion iiber den Zustand. Trotzdem sind nicht alle Observablen ,scharf”, denn die Heisenberg-
sche Unschérferelation ist eine fundamentale Begrenzung. Jetzt betrachten wir gemischte
Zusténde als Folge unvollstéandiger Préaparation, d.h. wir wissen weniger iiber das System,
als aufgrund der Heisenbergschen Unschéarferelation moglich wiére.

Beispiele:
e Statistische Mechanik mit viele Teilchen. Dies fiihrt zur Quantenstatistik.
o Teilsysteme, die mit der Umgebung wechselwirken (offene Systeme).

Die formale Beschreibung dieser Zusténde erfolgt iiber Dichteoperatoren, d.h. aus einem
|¥) € ‘H wird ein Dichteoperator p (Dichtematrix, statistischer Operator).
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Sei eine Orthonormalbasis {|¥,,)},, gegeben, und sei das System im Zustand |¥,,) mit der
Wahrscheinlichkeit |pp,), 0 < pp < 1, > Py = 1. Dann ist der Erwartungswert einer

Observablen O
0) =Y pm (U [0] Uy) .

Dieser setzt sich zusammen aus einer kohdrenten quantenmechanischen Mittelung (¥, |O| ¥,,)
und einer inkohérenten statistischen Mittelung ) . pm (Vp, |O] ¥p,). Wéhle nun eine belie-
bige Orthonormalbasis {|¢;)}; und benutze ), i) (¢;| = 1. Dann gilt

Zzpm Vol @) 4P1|O‘SDJ><SDj|\I/m>
_Z 802’0“0] me 90]|\I/ (Uon| @i)

]

= O” Messung m
=:pj; Préparation

= Zosz]z = Z Op)

Mit der Spur einer Matrix A, tr A=SpA =), Aii =D, (vi |A| i) lésst sich dies schreiben
als

(0) = tx(Op) (2.164)

mit dem Dichteoperator p

pi=> m |[Um) (Wl | (2.165)

Dies ist die Spektraldarstellung in der Préparationsbasis (Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren von p). Eigenschaften des Dichteoperators sind

T

Pl =p, (2.166)
p > 0, positiv semidefinit, d.h. fiir alle Eigenwerte p,, gilt p,, > 0, (2.167)
trp=1, (2.168)
trp® <1 und trp? =1 < p reiner Zustand. (2.169)

Fiir einen reinen Zustand |¥) gilt:

p=[0) (V] = Py (2.170)
Aus der Schrodingergleichung folgt:

p = ih[H, p. (2.171)

2.3.8 Harmonischer Oszillator Il

Wir behandeln den harmonischen Oszillator nun mit den in diesem Kapitel eingefiihrten
Formalismus. Dies ist die Methode nach Dirac ohne spezifische Basis. Der Hamiltonoperator
des harmonischen Oszillators lautet

2m 2
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Wir wollen nun zu dimensionslosen Grofsen iibergehen. Die dimensionsbehafteten Konstanten
m,w und h sind vorgegeben. Dann gilt fiir die Einheiten

h
[A] = Js = Nms = kgm?s™! = [] =m?,
mw

d.h. o := \/h/(mw) ist eine Lénge und py := h/x¢o = Vmwh ist ein Impuls. Wir definieren

nun die dimensionslosen Groflen

X:=" undP:=L2. (2.172)
Zo bo
Dann lautet der Hamiltonoperator
1
H = Shw (P*+ X7), (2.173)

wobei fuw eine Energie ist. Der Kommutator von x und p ist [z, p] = ih. Daraus ergibt sich
der Kommutator von X und P als
[X, P] =i. (2.174)

Definiere nun den Operator @ (mit dem adjungierten Operator af)

1

a = X +iP), 2.175
T3 +iP) (2.175)
1
b :
a' = X —1iP). 2.176
T5(X —iP) (2.176)
Dann gilt
1 1
aTa:§(X_ip)(X_|_iP):§(X2—|—P2—|—2'XP—2'PX)
1 1
aaT:ﬁ(ijip)(X_ip):§(X2+P2—z'XP+z'PX)

= ata +aa’ = X% + P2

Unser Hamiltonoperator lasst sich also schreiben als

hw
H= ?(aTa + aal).

Fir den Kommutator erhalten wir

1

la,a’] = Z[X +iP, X —iP] = = ([X, X] +i[P, X] — i[X, P] + [P, P))

N = N
N | —

(—i[X, P] —i[X, P])

und mit (2.174) gilt

[a,a] = 1], (2.177)

d.h. aa’ = a'a + 1 und in den Hamiltonoperator eingesetzt ergibt sich

1
H = hw (Ja + 2) . (2.178)
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Aus unserem Eigenwertproblem fir H (H |V) = E|V¥)) wird damit ein Eigenwertproblem
fiir
ala =: 7|, (2.179)

denn ein Eigenzustand |¥) von n mit Eigenwert n ist auch ein Eigenzustand von H mit dem
Eigenwert fuw(n +1/2).
Eigenschaften von 7 = afa

1. n ist hermitesch, denn es gilt

[,a] = [a'a,a] = a' [a,a] + [a, a)a = —a
—~— N~
=0 =1
#,a'] = [fa,af] =a' [a,al] +]al,al]a=al,
~—— ——
[af,a]=1 =0
zusammengefasst
[n,a] = —a, (2.180)
[, al] = al. (2.181)

3. Die Eigenwerte von 7 sind nicht negativ, denn sei |¥) ein Eigenzustand von 7 mit
Eigenwert n. Dann gilt 7 |¥) = n |¥) und damit

(07| W) = n (U] T) = n = <q; ‘aTa‘ \1/> — lla|®)[2 >0

und n =0 < a|¥) = 0.

4. |n) sei Eigenvektor von # zum Eigenwert n > 0. Dann sind auch a|n) und a|n)
Eigenzustédnde von n zum Eigenwert n — 1 bzw. n 4+ 1 (falls diese Vektoren # 0, also
normierbar sind).

Bewezs:

faln) = (af + [, a]) |n) = an |n) — a[n) = a(n — 1) |n) = (n — a|n),
na' |n) = (a'n + [, al]) |n) = a'n|n) +al |n) = (n+ 1)a’ |n) .

Also erfiillen diese Vektoren die Bedingung fiir Eigenwerte. Wir miissen nun noch zei-
gen, dass diese normierbar sind. Dazu nehmen wir an, dass |n) normiert ist ((n|n) = 1)
und bilden die Norm

lla|n)] :< ]aTa)n> n|i|n) =n
]

H ) H :<n aal n>:< ‘aTa+[a,aT]‘n>:<n|ﬁ|n>+<n|1\n>:n+1.
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Damit sind die normierten Eigenvektoren

m—1%=§%wm (n#0),

(2.182)

In+1) =

.I.
a' n).
al [n)

5. Eigenwerte von 7 sind ganzzahlig und der kleinste Eigenwert ist n = 0.
Beweis: (durch Widerspruch)

a) Angenommen |v) sei ein Eigenzustand zu 7 zum Eigenwert v ¢ Z. Dann ist

[y —n) = !
VA(y=1)-(vy—n)

ein Eigenzustand zu v — n, denn der Nenner ist immer ungleich Null. Wahle nun
n > =, dann gilt v —n < 0 im Widerspruch zu Eigenschaft 3.

a™|v)

b) Angenommen n > 0 sein kleinster Eigenwert. Dann ist aber [n — 1) = (1/y/n)a |n)
ein Eigenvektor zum Eigenwert n — 1 < n. Widerspruch!

O]

6. Das Spektrum von 7 ist nach oben unbeschrénkt, d.h.
Sp =NU{0} ={0,1,2,...}.

Beweis: mit al [n) oc |[n+1) erhilt man immer einen neuen Eigenzustand zu einem
groferen Eigenwert. O

7. Eigenwerte von 7 sind nicht entartet, (falls es nur X und P als Freiheitsgrade gibt).
Seien |n),|n) Eigenvektoren zum selben Eigenwert n mit (n|n) = 0. Dann gibt es
einen Operator, der |n),|n) unterscheidet, z.B. O = |n) (n|. Andererseits muss O =
O(X, P) = O(a,a') gelten, d.h. O = > nm cmn(ah)™a™. Man kann zeigen, dass ¢, = 0
fiir n # m, d.h. O = 3", cx*. Dieser Operator wirkt aber gleich auf |n) und |7).

Es folgt insgesamt

Sy ={0,1,2,...} = NU{0},

nln) =nin),

0 n=20
aln) = ’ ' Vernichtungsoperator
" {¢Mn—w,<n¢m, ( soperator)
a'lny =vn+1n+1), (Erzeugungsoperator).

Der Erzeugungsoperator kann alle Eigenzusténde aus dem Grundzustand (Vakuum) erzeugen

1

zvﬁmey (2.183)

n)
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2.4 Atome

Mit H = hw(n + 1/2) sind |n) Eigenzustédnde von H mit Energien

2

Ey = hw <n + 1> (2.184)

(vgl. Kapitel 2.2, (2.92)).

Ubergang zur Ortsdarstellung durch ¥,,(X) = (X|n), z.B. ¥o(X) = (X|0). Mit a|0) = 0
folgt (X’ |al0) =0 und a = (1/v/2)(X +iP). Wegen 1 = [ dX |X) (X| folgt

/dX (X'|X +iP| X) (X|0) = /dX (X'|X +iP| X) ¥p(X) =0.

Wegen <X’ ’X‘ X> = X§(X — X) und (X |P| X) = —i-%6(X — X') erhalten wir durch
Einsetzen eine Differentialgleichung

(X + (&) To(X) =0,

deren Losung

00~ o ()

ist. Allgemein gilt

W, (X) = (X|n) ox (X |(al)"

o> o exp (-f) exp (?) (X + &)n To(X) (2.185)

=:H,(X)

mit dem n-ten Hermite-Polynom H,, (vgl. 2.2, (2.93)).

2.4 Atome

2.4.1 Zentralpotential und Drehimpuls

Bisher haben wir nur eindimensionale Probleme gelost (vgl. 2.2). In diesem Kapitel wollen
wir die Schréodingergleichung im Dreidimensionalen fiir Atome 16sen. Das Problem lautet:
Lose die stationdre Schrodingergleichung H(7) = E(F) mit

2 X
H:QP—m+V(F)undF: g

Da wir nun das Eigenwertproblem in drei Komponenten 16sen miissen, werden die Rech-
nungen komplexer. Deshalb werden wir folgende Vereinfachung ausnutzen. Wir fordern die
Symmetrie V(7) = V (r), r = || fiir das Potential, das sogenannte Zentralpotential, in dem
die Kréfte nur vom Abstand abhéngen, wie z.B. bei Atomen oder dem Coulombpotential.
Falls V(7) = V(r) gilt ist V invariant unter Drehungen R € SO(3) (spezielle orthogonale
Gruppe = dreidimensionale Drehmatrizen), d.h. V(¥) = V(RF). Eine Matrix R € SO(3)
dreht Vektoren im R3. Was ist der zugehérige Symmetrieoperator in H?

R — Ug mit Up)(7) := Y(R™7). (2.186)
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Eigenschaften des Symmetrieoperators:

UrUr = Urg, (2.187)
Uy =1, (2.188)
Ug1 =Ug', (2.189)
Ur'Ug = UgUg' = 1. (2.190)

Fiir infinitesimale Drehungen (um Achse ¢, mit Drehwinkel |&d| < 1) gilt R(&J)7 = 74 @ x 7.
Damit erhalten wir

Mit = (h/i)V = —ihV gilt dann

und wir kénnen mit der klassischen Definition L = 7 x p’ schreiben

Up@) =1+ G- L| (2.191)

St

Néhern wir eine Drehung um einen beliebigen Winkel durch eine Drehung um viele kleine
Winkel, so erhalten wir im Grenzwert

) N . i@ L i, -

Man sagt auch, dass der Drehimpulsoperator L die Drehungen in SO(3) erzeugt. Wir defi-
nieren den Drehimpulsoperator als

L:=7xp=det|é& y py| =1 2pc—2zp: | = Ly |- (2.193)
€ zZ P TPy — YPzx L,

L ist hermitesch, denn z.B. gilt

[xi,p;]=0:5ih
L' = (yp= — 2py) = p:"y" —pyTe" = poy —pye 7= Lo
Fiir das Zentralpotential V (7) = V (r) gilt
UrV(7) = V(R™'7) = V(7). (2.194)

Daraus folgt mit H = p?/(2m) + V(7), dass [H, Ug] = 0 fiir alle R € SO(3). Somit gilt auch
[L,H]=0,d.h.[L;,H| =0,[L,,H] = 0,[L., H] = 0. Es gibt also gemeinsame Eigenzustande
von H |n) = E, |n) und dem Drehimpuls L, allerdings gilt [L;, L;] # 0 (i # j). Zum Beispiel
gilt
(Lo, Ly = [yp= — 2py, 20s — ¥pz] = [yp=, 20e| + [2py, 2p2] — [20y, 2Pa| — [yp2, 2p-]
= y[p27 Z]pa: + $[27pz]py = ih(xpy - ypa:) = ihLz-
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2.4 Atome

Analog erhalten wir [Ly, L.] = ihLg, [L., L;] = ihL,, zusammengefasst

Li, Lj] = iy eijnLa (2.195)
k

mit dem Levi-Civita-Symbol

L (ijk) = (zy2), (yzz), (22y),
gijk = 4 —1,  (ijk) = (yx2), (zyz), (x2y),
0, sonst.

Es kann nur eine Komponente von L gleichzeitig scharf gemessen werden, aber fiir L? :=
L2+ Lz2; + L? erhalten wir

[L? L) = [L3,L.) + [L}, L] + [L?, L] = ... =0, (2.196)
d.h. [52, E] =0, sodass wir gemeinsame Eigenzustéinde von H, L? und L, finden kénnen.

Spektrum von L., L?

1.I2 =L L = L2 + Lg + L? ist hermitesch und positiv definit, d.h. <¢ ‘L2| w> =
|Z [4)||* > 0, d.h. die Eigenwerte sind reell und groker gleich Null mit

L2 |[Y) = B2\ |9). (2.197)

2. Definiere
Ly =L, +iL,. (2.198)

Dieser Operator hat #hnliche Eigenschaften wie a,a! beim harmonischen Oszillator:

(L+)" = L, (2.199)
(L.,L] = +hl+, (2.200)
(2.201)

d.h. L, entspricht ungefihr dem # = a'a beim harmonischen Oszillator. Es gilt

[Ly,L_] =2hL,, (anders als beim harmonischen Oszillator) (2.202)
(L%, Li] =0, (2.203)
LiLy=L2+ L} +hL., (2.204)
L*=L_L,+hL,+ L2 (2.205)

3. Sei [9) ein Eigenzustand von L, mit Eigenwert im, m € R, d.h.
L.|g) = hm ). (2.206)

Behauptung: Ly |9) sind wieder Eigenzustédnde von L, (falls diese nicht der Nullvektor
sind).
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2 Quantenmechanik

Beweis:
(2. 200)

L:Lx |4)
Der Eigenwert zu Ly |¢) ist also h(m £ 1). O

LiL,+hLy|tp) =R(m=+1)Ly ).

Auferdem ist |¢)) Eigenzustand von L, und L? mit Eigenwert h2\ (zu L?). Damit
folgt mit (2.203) [L?, L+] = 0, d.h. L |[¢) ist auch Eigenzustand zu L? mit gleichem
Eigenwert L2Ly [v) = h2AL4 |1).

Berechne die Norm von Ly |¢), falls |¢) Eigenzustand von L? und L.:

(2.199)

ILa )12 = (o |LatLa| ) ¢

=12 (A =m® Fm) [[¥)]]

(Y |LeLy|¥) = (¢ |L? — L2 F hL.| )

2 HW’EZI hQ()\ _m2 :Fm) > 0.

Falls m > 0, so gilt A > m2+m = m(m+1). Falls m < 0, so gilt A > m?—m = m(m—1),
insgesamt also

A > [ml(jm] + 1)}

Definiere [ als das groftmogliche |m|, dann gilt A\ = (I + 1),l > 0 und nenne die
normierten Eigenzustinde von L? und L, [ty,,). Damit erhalten wir

L, Iwzm> = hm |¢zm>, Im| <1, (2.208)
L [t) = /1 + 1) —m(m £ 1) [$pmsr) (2.209)

denn

(| L Lt i) = B = 1 £ 1m) = B2+ 1) = m(m £ 1)),
Wihle nun [ fest. Dann ist |m| < [ oder = < m < [. m* sei jetzt der maximale
angenommene Wert von m, dann gilt [ —1 < m* < (sonst wende L1 noch einmal an,
dann gébe es einen Eigenzustand mit dem Eigenwert m*+1). Dann muss L [t),«) = 0
sein, denn sonst gébe es einen normierten Eigenzustand |ty y«11) mit m* +1 =1, d.h.
m™* = [. Analog erhalten wir, dass das kleinste vorkommende m = —[ ist, d.h. m muss
im folgenden Wertebereich liegen

m=—l,—1+1,...01—1,1]|

(2.210)

Also gibt es 2] + 1 mogliche Werte fiir m, d.h. 2] > 0 ist ganzzahlig. Damit gilt

1=0,11,3, .
2772 . (2.211)

m=—l,—1+1,...,1—1,1

Ortsdarstellung der Drehimpulseigenzustidnde

Gesucht ist
wlm(F) = <ﬂ wlm> . (2'212)
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in Kugelkoordinaten

Dazu formulieren wir das Eigenwertproblem (2.207), (2.208) in Ortsdarstellung
L=Fxp=—ihfx V.
Damit erhalten wir

Ly (F) = —BA(F x V)Y = R+ 1) (7),
Lobyn (F) = —ih(F % V) 591 (F) = B (7).

Wir gehen nun zu Kugelkoordinaten iiber, d.h.

x sin @ cos ¢
=1y | =r| sinfsinp | :=re,.
z cosf

(vgl. Abbildung 2.29). Fiir die beiden anderen Vektoren des Dreibeins gilt

o7 cosf cos ¢
€p = gz = | cosfsiny |,
‘ng —sind
oF —sinp

S Op

Co = o = COs
or
51\ o

Schliefllich miissen wir noch den Nablaoperator in Kugelkoordinaten formulieren

2 Kettenregel or 0 00 0 890 0

V=% = oror "oros  orog

Es gilt zum Beispiel

or _ 9 \/:172+y2+z2:£,
r

or  Or

Abbildung 2.29: Umrechnung von kartesischen

(2.213)

(2.214)
(2.215)

(2.216)

(2.217)

(2.218)
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und mit den anderen entsprechenden Ergebnissen erhalten wir

- 0 10 1 0
= — 4 G- Yy —. 2.21
v=e 37‘+697‘89+ewrsin98cp (2:219)
Damit kénnen wir den Drehimpuls in Kugelkoordinaten formulieren und erhalten
. - - 1
L =—ihixV = —ihre, x V = —ih <é"p§0 — ébsinG@?o) : (2.220)
Damit gilt fiir die z-Komponente
L,= —ihi ! (2.221)
dp
Fiir L? erhalten wir unter Verwendung von é’g%—if =0, g@ai;e =0 und % =0
0? 1 02 0
2= R 20—+ — —_ th—
<692 T mZoagr T ae)
oder
h? 0 0 0?
L= ————(sinf— (sinf-- | + = | | 2.222
sinZ 6 (Sm 09 (Sm ae) * 6902) (2222)
Mit einer &hnlichen Rechnung erhalten wir auch den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten:
19 9] L?
A=WV2e — 2 (22 ) - 2 | 2.223
v r2 or (T 87’) h2r2 ( )

Den Laplace-Operator kann man in einen Radialteil (nur abhéngig von r = |]) und einen
Winkelteil (nur abhiingig von den Winkeln 6, ) zerlegen. L, und L? beinhalten keine Ab-
leitung nach r, sodass wir die r-Abhéngigkeit abseparieren kénnen durch den Ansatz

TMm(F) = R(T)Yim(ea 4,0)- (2'224)
Einsetzen dieses Ansatzes ergibt
h? 0 0 0?
2 _ . . _ 32
LY (0, ¢) = iy <Sm08¢9 sin 9% + W) Yim = R 11+ 1)Y,(0, ¢), (2.225)
0
Lz}/lm(e’ 90) = *ih%}/lm(ev ‘10) = hm}flm(ea @)' (2'226)
Nun kénnen wir auch die Abhéngigkeit von 6 und ¢ separieren mit dem Ansatz
Yim(0, 0) = @()O(0). (2.227)
Damit erhalten wir mit Gleichung (2.226)
L B(p) = ima(y)
d(p SO =1im (P )
d.h. '
B(p) = .

mit ¢ € [0,27). Um die Normierung kiimmern wir uns spéter. Da ® stetig sein soll, fordern
wir ®(0) = ®(27). Es gilt m = —I,, -1+ 1,...,1 — 1,1, wobei 2] > 0 ganzzahlig ist. Damit
ist auch 2m ganzzahlig.
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2.4 Atome

Fall 1: | ganzzahlig. Dann ist auch m ganzzahlig und wegen exp(2mim) = 1 = exp(0) ist
®(0) = ®(27) stetig.

Fall 2: 2] ungerade, dann gilt exp(2mim) = —1 = —exp(0), d.h. ®(27) = —P(0)! Dies ist
aufgrund der Stetigkeitsbedingung nicht erlaubt, war aber eine erlaubte Losung der
Schrodingergleichung. Dieser Fall tritt aber beim Spin auf (s. 2.5.3).

Hier beschrinken wir uns also auf den Fall 1, wo [ ganzzahlig ist. Als Zwischenstand haben
wir

Yim(0,9) = 2(£)O(0) = e™2O/(0)

erhalten. Setzen wir dies nun in Gleichung (2.225) ein, so gilt

1

Durch die Substitution z = cos 0 mit dz = — sin #df ergibt sich dann

. d 9 d
sm&E = (2 — 1)5
und daraus )
d d m
1—2%)— 1) — =0. 2.22
(dz( Z)dz+(l(l+ ) 1_22>>9(2) 0 ( 8)

Dies ist die verallgemeinerte Legendre-Gleichung und die Losungen erhalten wir in diesem
Fall aus der Literatur. Es sind die zugeordneten Legendre-Polynome

m

P(z) = (=)™ - 22)%dszz(2), m > 0, (2.229)
—m _ m (l B m)' m
) = (UM IR ), w20, (2230)
mit den (gewohnlichen) Legendre-Polynomen
1 do, ! 0
P(z) = ﬁ@(z - 1) =F(2). (2.231)

Die Legendre-Polynome sind Losungen der (gewohnlichen) Legendre-Gleichung (2.228) mit
m=20

d 9y d
— (1 —-27)— 1) | P =0. 2.232
(-5 +i+n) Ae) =0 (2.23)
Zusammengefasst gilt
Yim (6, @) o< P™(cos §)e™?. (2.233)

Orthogonalitdt und Normierung
Wir benétigen fiir ein Orthonormalsystem die Eigenschaft

/d37a¢]lm(7?)*wl’m’(7?) = 5ll’5mm’a
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d.h. in unserem Fall

2 4 2w
/ ng / df sin HYlm (07 gp)*YE/m, (9’ 90) — / dwei(m’—m)cp /
0 0 0

Beachte dazu, dass gilt

-1

1
| e

T2A+1(—m)

-1

2 (I4+m)!

7o

2 ) ,
und / dgpel(m_m ) = O ms -
0

Damit sind die Y}, orthogonal. Durch Normierung erhalten wir

Yim (0, ) =

2041 (1 —m)!

47

(I 4+m)!

P™(cos 0)e"™? |,

1
dzle(z)*Pﬁ”(z) XX 5ll’6mm’ .

(2.234)

Diese Funktionen nennt man Kugelflichenfunktionen (spherical harmonics). Sie haben fol-

gende Eigenschaften:

1. Zusammenhang zwischen m und —m

Yim(0,0)

= (=1)"Yi (8, ¢)-

(2.235)

2. Y, bilden ein vollstdndiges System von Funktionen auf der Einheitskugeloberfliche,

d.h.

) l
ST S Vil0, 9 Vin (6,9) = 80 — )3(cos 6 — cos ¢,

=0 m=-1
und fiir f(0,¢) beliebig gilt

2m ™
= / dy / 0sin0Y;%, (0, 0) (0, ).
0 0

In Dirac-Notation gilt

3. Orthonormalsystem:

2w 1
/ dgo / d cos GYle, ((9, (p)}/}m(e, go) = 511’5mm’ .
0 -1
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f(ev (P) = Z Z Clevlm(a 90)7

=

0 m=—I

Z |Y2m> <Y2m| =1,

l,m
lin

(2.236)

(2.237)

(2.238)

(2.239)

(2.240)

(2.241)
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4. Entwicklung einer beliebigen Funktion f(7) in Kugelfunktionen (s. (2.237))

[e'e) l
f(f') = Z Z le(T)Ylm(ev ()0)7 (2'242)

=0 m=—1
mit den Radialkomponenten
Ry (1) = /027T de /07r dcos@f(r,0,0)Y;. (0, ). (2.243)
5. Die Form von Y,,(0, ¢) ist (ohne Herleitung, siehe | I, | )]
)

i
-

/=0
s-Orbital m=0
[=0: Yoo(,9) = /=
b om (PP
/=1
pz-Orbital m=0
I=1: Yi9(0,¢) = /2 cosb,
|¥m (P)[?
/=1
m=1

Yi1(0,0) = F1/ 2 sin fetiv,

2.4.2 Absorption und Emission, Spektren

In unserer fritheren Diskussion der Struktur der Atome hatten wir gesehen, dass Atome einen
Radius in der Grofenordnung von 107'% m haben, wobei der Kern in der Gréfenordnung von
10~ m sehr klein ist. Die Elektronen verteilen sich in einer Elektronenwolke darum herum.
Wir beschéftigen uns nun mit der Struktur der Elektronenwolke. Sehr detaillierte Informa-
tion dariiber kommt aus der Emission und Absorption von elektromagnetischer Strahlung,
hauptséchlich im sichtbaren, UV- und Rontgenbereich.
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|
ll } Abbildung 2.30: a) Versuchsaufbau zur Mes-
| | I sung von Emissionsspektren mit Hilfe eines Pris-
390 398 nm menmonochromators
b) Emissionsspektrum von Eisendampf

Kontinuum- Lz Absorptionszelle Li
lichtquelle
) ( — TN
Photo-
Spektrograph detektor Rechner-

bildschirm

Abbildung 2.31: Aufbau zur Messung eines Absorptionsspektrums und Absorptionsspektrum
von Natriumdampf

2

« B Y 5 € Y —

2594 —
2544 —
2512 —

|l

Abbildung 2.32: Emissionsspektrum von Was-
serstoff in einer Gasentladungslampe

1859 entdeckten Kirchhoff und Bunsen mit Hilfe von Prismenspektrometern (vgl. Abbil-
dung 2.30), dass Atome diskrete Wellenldngen emittieren bzw. absorbieren (vgl. Abbil-
dung 2.32, Abbildung 2.31). Kontinuierliche Spektren hatten wir bereits bei der Hohlraum-
strahlung kennengelernt oder bei der Sonne.

Daraus ergeben sich einige allgemeine Folgerungen

e Absorptions- und Emissionslinien sind identisch in ihrer Frequenz.

e Absorptions bzw. Emissionsspektren sind charakteristisch fiir Atome und Molekiile.
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e Die Linien sind nicht unendlich scharf, sondern haben eine gewisse charakteristische
Frequenzbreite Av. Darauf kommen wir spéater zurtick.

Wir betrachten nun das Spektrum von Wasserstoff genauer. 1885 entdeckte Balmer, dass die
Emissionsfrequenzen von Wasserstoff im sichtbaren Licht (der Balmer-Serie) einem einfachen

Gesetz folgen:
1 1 1
= — = R _—— —
TN T <”% n%)

mit n; = 2, ng = 3,4, ... und der Rydbergkonstante Ry = 109678 cm~!. vg und Ry werden
sehr hiufig in der Einheit cm ™! angegeben. Wenn v.,,—1 in cm ™! ist, gilt fiir die Umrechnung
n Vgy:

vz = 100 ¢ Vg1 (2.244)
mit der Lichtgeschwindigkeit c.
Weitere Serien sind die Lyman-Serie (mit n; = 1, ng = 2,3,...) und die Paschen-Serie
(mit ny = 3, ne = 4,5,...). In Abbildung Abbildung 2.33 sind die verschiedenen Serien
zusammengetragen.
Eine erste, wenn auch nicht vollstdndig korrekte Erklarung liefert das Bohrsche Atommodell
(1913).

2.4.3 Bohrsches Atommodell

Das Elektron (Masse m,.) lauft auf einer Kreisbahn um den Kern (Masse mg). Es be-
steht Coulombanziehung. Damit ist dies die bereits bekannte Planetenbewegung (vgl. Abbil-
dung 2.34). Wir gehen ins Schwerpunktsystem (Schwerpunkt S) und erhalten die effektive

Masse
mempg

me +mg
Fir mg > mg ist 4 =~ me und S ungefadhr am Kernort. Wir setzen daher fiir die weitere
Rechnung i = me. Aus dem Ansatz Zentripetalkraft = Coulombkraft ergibt sich

N:

2 2

MV 1 Ze
= 2.245
r dmeg 12’ ( )

d.h.
Ze?
r=—".
4dmegmev?

Damit ist durch Variation der Geschwindigkeit aber jede Kreisbahn mdoglich. Die Bohrsche
Idee war nun, dass wegen des Welle-Teilchen-Dualismus nur solche Bahnen erlaubt sind, bei
denen die Bahnldnge ein Vielfaches der Wellenldnge A\jp der Elektronen ist. Mit anderen
Worten: Es sollen stationdre Wellen mdoglich sein.

h
2Tr = nA\gp = N , (n=1,2,...)
mev

Damit sind die Geschwindigkeit v, die Energie £ und der Bahnradius r quantisiert und wir
bezeichnen sie im Folgenden als v,, F,, und r,. Damit gilt
nh
v =
" 2TMeTn

(2.246)

272 2
n“h“eg n
— = —an. 2.247
n TmeZe? 71 ( )
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Termenergie/eV

A n v/cm~!
0= 0 =TT 0T T T T T R o T/ 0
7 T | | | |
6 b i i i i
i i i i Yy |
° 4 i i i i Pfund
H H ! y vy ! Serie
_0:9 I 4 y I I I
! ! ! Brackett-
| | | Serie
| | | — 10000
i A A N
1,5 — 3 — : :
i ! Paschen-
| | Serie
i Ha, Hw HEE
b | Hg| Hs| — 20000
I Y Y VY i
3,45 2 .
! Balmer-
i Serie — 30000
~13,6 1 YYYVYVY, —I 110000
Lyman-
Serie

Abbildung 2.33: Abb. 3.37 Serien Wasserstoff

Dies ist der quantisierte Bahnradius mit dem Bohrschen Radius

€0h2

5 =5.2917 x 107" m,
TMee

ag —

der sich fiir Z =1 und n = 1 im Wasserstoffatom ergibt.
Fiir die kinetische Energie erhalten wir mit (2.245)
1 5@l Zé 1

kin = 5TlteV 2 dmeqr 2 PO

(Epot potentielle Energie eines Elektrons im Coulombpotential). Damit gilt

1 Ze?

E(ry) = Biin + Eoot = —= .
(Tn) kin + pot 2 dregry,

(2.248)

Setzen wir den Radius r, aus Gleichung (2.247) ein, so folgt

meetZ? Z?

Ey= -2 _ Ry 2
" 86(2)h2n2 )
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o Kern: Ze = Qkern

Abbildung 2.34: Kreisbahn des Elektrons im
Bohrschen Atommodell

o
Eq o
hv hv
AN\NN> AVAVAVAV. o
E e O Abbildung 2.35: Absorption bzw. Emission ei-
Absorption Emission nes Photons beim Ubergang eines Elektrons von

von F; nach F; bzw. E), nach FE;

mit einer anderen Rydbergkonstanten

mee?

Ry* = Ry he = .
YOI a2

Die Energie E,, ist quantisiert, die Werte sind in Abbildung Abbildung 2.33 gezeigt. Ry =
109737.31534cm ™" ist ziemlich nahe am Wert, der aus den Balmerlinien erhalten wurde.
Die Korrekturen durch die endliche Masse des Atomkerns besprechen wir spater (vgl. 2.4.5)
Obige Quantisiertung durch Ayp kann auch mit Hilfe des Drehimpulses formuliert werden.

Klassisch gilt fiir den Betrag des Drehimpulses |L| = [ = mevr und wir erhalten damit aus
Gleichung (2.246)

MernUy = |L| = nh.

Der Drehimpuls L ist also ein Vielfaches von k. Die beiden Quantisierungsbedingungen sind
aquivalent.

Mit diesem Modell kénnen die obigen Serien der Absorption bzw. Emission gedeutet, aber
nicht quantitativ korrekt beschrieben werden! Ein Photon der Energie hv kann absorbiert /e-
mittiert werden, wenn seine Energie mit dem Betrag der Energiedifferenz Fj — E; {iberein-
stimmt, d.h. hv = |Ep — E;|. (Im Fall der Absorption ist die Differenz positiv, im Fall der
Emission negativ.)
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E \ Einoc1/r? Abbildung 2.36: Abb. 3.40) Links: kineti-
sche, potentielle und Gesamtenergie als Funkti-

7R“fi ———— on des Radius r der Kreisbahn des Elektrons im

- Bohrschen Atommodell. Rechts: Darstellung von

/ Epot o —1/r Eiin, Epor und Gesamtenergie F fiir konstanten
Drehimpuls

Mit E; = — Ry* Z%/n? und Ey = — Ry* Z%/n? gilt fiir die Frequenz des Photons

1 _./1 1
=i (i)
Mit der Wellenzahl 7 = v/¢, Z = 1 und Ry* = Ry hc Folgen die Lymanformel, Balmerformel,
Paschenformel, Backformel, ...Fiir n; = 1,n; = oo, Z =1 ist B = —Ry" = —13.6eV die
Ionisierungsenergie von H.
Das Bohrsche Atommodell betrachtet also diskrete Kreisbahnen, wobei r, und v, und E,
iiber (2.248) miteinander verkniipft sind. Die dazugehorigen Werte des Drehimpulses L,, sind

Ze? 1 Ze?
- = MeTn

Ln = TnPn = TnMeUnp =

4deg vp 4mey’

Die Sommerfeldsche Erweiterung des Bohrschen Atommodells (siehe auch Abschnitt 2.4.5)
betrachtet ellipsenformige Bahnen, die wir bereits beim Planetenproblem kennengelernt
hatten. Bei diesen nichtkreisformigen Bahnen sind weder v, noch r, konstant, d.h. auch
die kinetische und potentielle Energie sind nicht konstant, wohl aber die Gesamtenergie
E = Eyot + Exin, sowie der Drehimpuls L. F besteht jetzt aus dem Coulombterm

Ze?

Eoot = —
pe 4megr

(quivalent zum Gravitationsterm beim Planetenproblem) und dem kinetischen Term

L2

Bhin = e’
€

der wegen L = const bei kleinem r iiberwiegt und daher zu einer effektiven Abstoffung bei
kleinem r fiihrt, siche Abbildung 2.36, rechts.

2.4.4 Franck-Hertz-Versuch (1913)

Beim Franck-Hertz-Versuch werden Elektronen wie in Abbildung 2.37 skizziert vom Heiz-
draht emittiert und durch eine Spannung U am Gitter beschleunigt. Ohne Quecksilberatome
im Raum erzeugen sie einen Strom I an der Anode. Es ergibt sich eine monotone Zunah-
me von I mit U. Mit gefiillter Kammer (Quecksilberdampf bei typisch p ~ 50 Pa) wiirden
wir nach den Gesetzen der Gasentladungen (z.B. im Modell der elastischen Stofe, wie beim
Drude-Modell bei den Metallen) eine monotone Zunahme von I mit U erwarten. Gemessen
wird aber eine Serie von Einbriichen bei U, = 4.9V,2U;,3U,,... (bei Quecksilber), siehe
Abbildung 2.38.
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K* o = =", G |A
Ee—
_____ e,
. . . 4)
C .t . |
I
U |
%) 169)
Ypr AU,
el — Abbildung 2.37: Abb. 3.41a) Versuchsaufbau
Franck-Hertz-Versuch
iy
350 1
«—4,9V—> /"/\
300 el

250 5
7/
/
/

200 -

AN

/
150

100

\\\
\
<

50

5 10 U1/5V Abbildung 2.38: Abbildung 3.41b) Diagramm
der Auswertung des Franck-Hertz-Versuches.

Bemerkung: Eine Bremsspannung (z.B. AU = —0.5V zwischen Gitter und Anode verhin-
dert, dass die Elektronen, die ihre Energie verloren haben, auf die Anode treffen kénnen.

Erklarung der Einbriiche

Die Anregung der elektronischen Niveaus der Quecksilberatome durch Stéfse mit Elektro-
nen der kinetischen Energie Eyj, = 4.9eV reicht aus, um einen bestimmten Ubergang im
Quecksilber anzuregen. Man kennt aus optischen Experimenten (Absorption von Photonen
bei A = 253.7nm) die benétigte Energie E = 4.85eV. Ein Elektron, dessen Energie nicht
quantisiert ist (!) gibt bei U = 4.85V seine gesamte kinetische Energie Fy;, an das Atom ab.
(Unterschied zur Photoabsorption, wo F = hv quantisiert ist, also die Absorption nur bei
Ey — F1 = hv stattfindet. Auferdem verschwindet dabei das Photon!)

Bei U > 4.9V verbleibt den Elektronen Energie, sie fliegen weiter, machen bei U = 2(Ey— Fy)
einen zweiten inelastischen Stof, ...

Ein angeregtes Atom strahlt bei A = 253.7nm und bei lingeren Wellenldngen, da auch
andere Niveaus mit kleineren Energiedifferenzen Existieren und iiber Elektronenstofs angeregt
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4,68

Abbildung 2.39: Abb. 3.43 Franck-Knipping-Versuch

werden kénnen. Man sieht blaues Licht in der Entladung.

Eine Verfeinerung des Franck-Hertz-Versuches ist in Abbildung Abbildung 2.39 gezeigt. Die
Stofe finden hier im feldfreien Raum zwischen den Gittern G; und Gy statt, wo alle Elektro-
nen die selbe Energie haben. Man sieht andere, zusétzliche Spannungen, bei denen kleinere
Einbriiche des Stroms zu beobachten sind. Damit werden weitere Energieniveaus der Ato-
me sichtbar. Dies ist eine wichtige Methode der Elektronenverlustspektroskopie. Sie ist eine
Alternative zur Photoabsorption, da andere Auswahlregeln gelten.

2.4.5 Unzulanglichkeiten des Bohrschen Atommodells
Das Bohrsche Modell lésst viele Fragen offen:

(a) Stabilitdt der Atome: Das auf einer Kreisbahn fliegende (geladene) Elektron sollte
klassisch betrachtet elektromagnetische Wellen abstrahlen, dadurch Energie verlieren
und schlieflich in den Kern stiirzen.

Die Stabilitdt der Atome lédsst sich nur aus der quantenmechanischen Beschreibung
und der Unschéarferelation verstehen. Sei a der mittlere Radius des Wasserstoffatoms.
Dann ist die Ortsunschérfe Ar < a, da das Elektron irgendwo im Atom ist. Dann gilt
fiir die Impulsunschérfe Ap, 2 h/a wegen Heisenberg. Da p nicht kleiner als Ap sein
kann bzw. mindestens diese Grokenordnung hat, gilt p = Z und wir erhalten fiir die
Energie

v’ > Ap? > n

Ban = 2 .
kn = 5 2m ™ 2ma?

~

Mit der potentiellen Energie Epor = f% ergibt sich die Gesamtenergie

TEQQ
K2 e?

F=Fg,+FEpot = —s — —.
kin + POCN oma?  drega
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. ALuft [A] UVac [Cm_l] Ry (2% - #)
H, 3 6562,79 15233,21 15233
Hpg 4 4861,33 20564,77 20564,55
H, 5  4340,46 23032,54 23032,29
H; 6  4101,73 24373,07 24372,8  Tabelle 2.2: Die ersten 20 Linien der
H. 7 3970,07 25181,33 25181,08 Balmer-Serie von Wasserstoff. Angegeben
H, 8 3889,06 925705,84 95705,68 sinhd1 di.e \K{fll}fnléingendi(ril Luft, (;iie ];N(IEllen—
zahlen im Vakuum und der aus der Balmer-
Hy 9 3835,4 26065,53 26065,35 formel errechnete Wert (aus | , Tabel-
Hy 10 379791 26322,8 26322,62 8.2, Seite 103])
H, 11 3770,63 26513,21 26512,97
H, 12 3750,15 26658,01 26657,75
H, 13 373437 26770,65 26770,42
H, 14 3721,95 26860,01 26859,82
H, 15 371198 26932,14 26931,94
He 16 3703,86 26991,18 26990,97
H, 17 3697,15 27040,17 27039,89
H, 18 3691,55 27081,18 27080,88
H, 19 3686,83 27115,85 27115,58
H 20  3682,82 27145,37 27145,2

q

Der kleinste (stabile) Radius ergibt sich aus der Bedingung % = 0. Damit erhalten
wir
41 €0h2 €0h2

Gmin = 5 = 5 — ao
me mme

und

me4 ’I?’L€4

T2(4meoh)? 8e3h?
Dies ist der tiefste Zustand, der mit der Unschérferelation vereinbar ist (vgl. Abb 2.36)

Enin = = - Ry* .

Die gemessenen Frequenzen der Spektrallinien stimmen nicht ganz genau mit den aus
dem Bohr-Modell erwarteten tiberein (s. Tabelle 2.2). Es besteht also noch Erklarungs-
bedarf.

Die Differenz zwischen der theoretischen Rydbergkonstante von Wasserstoff Ry =

109737.318 cm™! = mpe?/(82h?) und der experimentelle Ry, betrigt etwa Ry — Ry .., =
0 erp H erp

60cm~!. Grund dafiir ist die Mitnahme des Kerns (der im urspriinglichen Modell als
fest (=unendlich schwer) angenommen wurde) durch das kreisende Elektron. Wie bei
der Planetenbahnberechnung muss die reduzierte Masse

mims MeMK 1

e — = m,————
M ¥ me  met+ mr 1t e

eines effektiven um den Schwerpunkt kreisenden Teilchens angenommen werden. Damit
gilt
Ry pe meet 1
YH = 33272 = g2 o
8egh?  8egh? 1+ =
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Abbildung 2.40: Abb. 8.4a Energietermschema Wasserstoff
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Die Korrekturen finden sich in Tabelle 2.3.

Bemerkung: Trotz der kleinen Korrektur ist so eine spektroskopische Bestimmung von
Me/Mproton = 1836.15 moglich, wegen der grofen Genauigkeit moderner spektrosko-
pischer Methoden.

Ein anderer Effekt der Mitnahme des Kerns ist die Spektralverschiebung von Isotopen
z.B. fiir Wasserstoff (ein Proton) und Deuterium (ein Proton und ein Neutron). So
wurde das Wasserstoffisotop Deuterium entdeckt! (siche Tabelle 2.4)

Fiir stark ,,gestrippte” Ionen, d.h. Atome verschiedener Massen, die nur noch ein Elek-
tron besitzen (vgl. Tabelle 2.5, Abbildung 2.42) findet man gute Ubereinstimmung mit
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Abbildung 2.41: Abb. 8.4b Energietermschema Wasserstoff nach Grotrian

der Bohrschen Formel E,, ~ Z2.

(e) Die Intensitdten der Linien entsprechen nicht dem, was man erwartet, wenn man al-
le Ubergiinge des Energietermschemas (Abbildung 2.40) mit gleicher Ubergangswahr-
scheinlichkeit behaftet. Man findet mehr Intensitét z.B. fiir den Ubergang von n = 3 zu
n = 2 als nur einem Ubergang (im linken Schema, Abbildung 2.40a)) entspricht. Das
rechte Schema (Abbildung 2.40b)) zeigt eine Entartung der Niveaus, gemessen durch
die Zahlen k =1,2,3,4,... bzw. 1 = 0,1,2, ..., die wir erst spater erkldren (vgl. 2.10.2.
Es sind nur Ubergiinge eingezeichnet, bei denen Al = #1 ist. Dies ist eine sogenannte
Auswahlregel, die wir spéater begriinden (vgl. 2.4.9).
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Atom H('H) D(*H) T(*H) Het Li%*t

A

1 2 3 4 7

AE
ff-m‘* 5.45 2.75 1.82 1.36  0.78

Tabelle 2.3: Energiekorrektur wegen Mitbewegung des Kernes fiir die Rydberg-Zahl einiger
Einelektronen-Atome (aus | , Tabelle 8.4, Seite 110])

Ap/A At

1215.31 1215.66
1025.42  1025.72
972.25  972.53

Tabelle 2.4: Vergleich der Wellenldngen entsprechender Spektrallinien beim Wasserstoff und
beim Deuterium, Linien der Lyman-Serie (aus | , Tabelle 8.5, Seite 111])

14+ 775 Rkem [em™!] A2 (berechnet) [A] A2 (gemessen) [A]

H 1.000 544 47 109677.6 1215.66 1215.66
’H 1.000271 48 109 707.4 1215.33 1215.33
‘Het  1.00013704 109722.3 303.8 303.6
Litt  1.00007817 109 728.7 135 135
9Be3t  1.000060 86 109 730.6 75.9 75.9
10B4+  1.000054 77 109731.3 48.6 48.6
HB4+  1.000049 82 109731.8 48.6 48.6
2C5+ 1.000045 71 109732.3 33.7 33.7

Tabelle 2.5: Wellenldngen A2 der ersten Lyman-Linien, d.h. der Spektrallinien mit n’ =
1,n = 2 von Wasserstoff und von Wasserstoffihnlichen Atomionen. Aus der Massenkorrektur
(erste Spalte) berechnet man die Rydbergzahl (zweite Spalte) und damit Ao (dritte Spalte).
Der berechnete Wert stimmt mit dem gemessenen A15 (vierte Spalte) gut {iberein (aus | ,
Tabelle 8.6, Seite 112])

(f) Aber es passiert noch eine weitere Katastrophe: bei genauer Spektroskopie besteht die
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Balmer-Serie nicht aus scharfen, sondern mehreren Linien, z.B. splittet sich H, um
0.33cm~!. Man beobachtet Av ~ Z4 (vgl. Abbildung 2.43, 2.44).

Dies fiithrt zur Sommerfeldschen Erweiterung des Bohrschen Atommodells. Dazu wird
die Hauptquantenzahl n erweitert. n gibt jetzt den Index von Ellipsenbahnen an, die
alle die selbe Energie E, besitzen (vgl. Planetenproblem). Die kleine Halbachse der
Ellipse ergibt sich aus der Drehimpulsquantisierung, L = kh, k = 1,2,...,n. Dies ist
eine n-fache Entartung des Niveaus FE,. Wir haben gesehen, dass quantenmechanisch
der Bahndrehimpuls [ durch die Quantenzahl [ = 0,1,2,...,n — 1 gegeben ist, mit

[] = \/I(I+ 1)h. Es gilt also k =1 — 1.

Wie kommt es zur Aufhebung der Entartung E,? Bei klassischen Planetenbahnen
ergibt sich aus dem Keplerschen Gesetz des Fléchensatzes, dass sich die Planeten in
der Néhe der anziehenden Masse schneller bewegen. Elektronen sind aber so schnell,
dass ihre Geschwindigkeit relativistisch zu betrachten ist. Damit ergibt sich eine grofsere
Masse des Elektrons in der Nidhe des Kerns. Dies fiihrt dazu, dass sich andere, nicht
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Energie E / eV

Z=1 Z=2 Z=3
H He* Li2*
0r— n n
2 3
o0 L 13,6 eV
B 2
40 -
—
60 |- 54,4 eV
80 -
100 -
120 |- 1
122,5eV

l«——0,33 cm~ ' —>]

Atome

Abbildung 2.42: Termschemata verschiedener

Abbildung 2.43: a-Linie der Balmerserie von

Wasserstoff

geschlossene Bahnen und etwas andere Energien ergeben:

22 222
S A R
n

n? 1+1

mit der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante

2

o =
4meghc

=7.297353 x 1073

)

1
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T
| -

Lamb Shift

Av /| GHz
Abbildung 2.44: Abbildung 12.24

2.4.6 Quantenmechanische Behandlung des Wasserstoffatoms

Zur Behandlung eines Zentralproblems mit V(7) = V(r) schreiben wir zunéchst den Hamil-
tonoperator in Kugelkoordinaten. Unter Verwendung des Laplace-Operators in Kugelkoor-
dinaten (2.223) finden wir fiir den Term der kinetischen Energie

2 _ 32 2(22_23)_7122 2 0 Iﬁ
pr=oheVEe= 2or \\ or +7“2’

und erhalten damit den Hamiltonoperator

R 10 0 1 L2
H=— o (o s—— +VI(r) 2.249
2m r2 Or <T 87‘>+2mr2 +V(r) ( )
(Klassisch gilt: L = mr?w, d.h. w = L/mr? und Fenrifugal = —mw?r = —L*/mr® =
—d (L2 ) Mit dem Se i
ar \omr2 )- parationsansatz
() = B(r)Yim (0, ) (2.250)

erhalten wir fiir die Schrédingergleichung H1) = E, unter Verwendung von L2Yy,,, = A21(1+

1)Yim,
218 (,0 R2I(1 4 1)
[vmzar < a> F oz VO = BRO). (220

Bemerkung:

e Dies ist eine eindimensionale Schrodingergleichung auf 0 < r < oo.
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e Die magnetische Quantenzahl m (nicht Masse m) tritt nicht auf, d.h. E ist unabhéngig
von m.

e Die Drehimpulsquantenzahl | kommt in der Schrédingergleichung vor, d.h. im Allge-
meinen gilt £ = Ej. Eine Ausnahme ist das Coulombpotential.

Wir substituieren nun w(r) := rR(r). Physikalisch ldsst sich dies motivieren durch den Er-
wartungswert eines Operators O = O(r)

1
wv»—/&wmeXM—/hg/wwwmm@¢WA<vﬂmeow>
1

Ju(r)[?

Damit gilt
R? d®> R +1)
[_deﬂ + W + V(T):| u(r) = Eu(r) (2.252)
Zur Behandlung des Wasserstoffatoms verwenden wir nun das Coulomb-Potential
Ze?
V(r)=-— . 2.253
(r) dmeqr ( )

Fiir Z = 1 beschreibt dieses das Wasserstoffatom, fiir Z > 1 wasserstoffahnliche lonen, z.B.
Het oder Li**. Wir nehmen an, der Kern sei in Ruhe, da mgem > m. Sonst ersetze m durch
die reduzierte Masse p. Wir suchen nun gebundene Zusténde (siehe Abbildung 2.45). Die
Problemstellung ist, mit den Definitionen

V() = R(Yin (0,9 mit R(r) = ",

beschrieben durch die Gleichung

a2z RII+1)
_ _ —E =0. 2.254
2mdr2  4nr + 2mr2 u(r) =0 (2.254)

Zur Einfithrung von dimensionslosen Grofen schétzen wir die Léngenskala [ ab

2 2
R R .
2m 12 4megl Z

mit dem Bohr-Radius
i 4w €0h2

ap = = 0.529A.

me?

Wir definieren die dimensionslose Lénge

Die Energieskala ist die Rydberg-Energie

ﬁ2
—— = 13.605€V.

Er —
R 2ma2B
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Streuzustande,
Kontinuum (E > 0)

0000,

V(r) A

> I

gebundene
Zustande (E < 0)

Abbildung 2.45: Energieeigenwerte des Was-
serstoffatoms

Multiplizieren von (2.254) mit Z%ER und Definition von
1 E

== /—=>0
77\ Ex

2
[d 2 Z(H;”—nz] u(p) = 0. (2.255)

(fiir gebundene Zustande) ergibt

a? e p

1. Spalte die Asymptotik ab:

p — OQ:
d2
dT)Z ~ 1w = u(p) = exp(—1p).
p— O
d?u  I(1+1) I+1
dT)g”“ 72 u=u(p)~p".
Insgesamt gilt
u(p) = exp(—np)p' ' P(p), (2.256)

mit
Py +2P) (S8 < n) 4 P20 -t 1) =o.

2. Reihendarstellung fiir P(p):
P(p) = aup". (2.257)
I

Man erhalt daraus die Rekursionsformel

2nl+p+1)—1

2.258
g+ 1)+ 20+ 2) " (2258)

Qut+1 = (

fir p = 0,1,2,.... Der Anfangswert der Rekursion wird spéter so bestimmt, dass die
entstehende Funktion normiert ist.
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. %

Abbildung 2.46: Energieniveaus vom Wasser-
stoffatom (s/p/d-Orbitale)

Fir p> 1,1 gilt
Gt 20
ay w
Falls die Reihe nicht abbricht erhalten wir P(p) ~ exp(2np), d.h. u(p) ~ exp(np) —
00, (p — 00). Dieses u bzw. 1) ist nicht normierbar, also muss die Reihe abbrechen. Wir

erhalten die Abbruchbedingung aus (2.258):
S ! 1,2
=————='— n=12,...
" o +1+1 n

Mit E = —Z?Egn? ergeben sich die Energien

Z2ER

Sl n=1,2,... (2.259)

E, =

n

Mogliche [ bei gegebenem n folgen aus der Bedingung Il =n — pug—1 >0
1=0,1,...,n—1} (2.260)

Bemerkung:
1. Die Spektrallinien von H sind bei hvy,, = —ER (% — L)

n m?

2. n bezeichnet man Hauptquantenzahl, [ als Neben- oder Drehimpulsquantenzahl und m
als magnetische Quantenzahl.

3. Fiir den Entartungsgrad g, gilt

n—1 n—1
-1
gn—2(21+1)—221+n—2(n2)n+n—n2. (2.261)
=0 1=0

In Wirklichkeit existiert eine weitere Entartung (durch den Spin) mit Entartungsgrad 2.
Insgesamt also §, = 2g, = 2n?. Die Entartung wird durch relativistische Korrekturen
zum Teil aufgehoben (Feinstruktur, Hyperfeinstruktur).
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Wellenfunktionen

Wir betrachten nun die Losungen

n—I[-1
Pulp)= 3 aup" (2.262)
p=0
etwas genauer. Mit der Rekursionsformel (2.258) erhalten wir
2
20+1 [ 2P
Pnl(p) X Ln+[ <7’L> ’ (2263)

wobei L’; die zugeordneten Laguerre-Polynome sind. Diese erhélt man aus den Laguerre-
Polynomen

Ly(z)=e o (zpe ) ,p=0,1,... (2.264)
durch
k dk
Ly(z) = L Ly(z) k<np, (2.265)
k _ p! z d? p—k _—=z
Ly(z) = = k)!e I (zP7"e™%). (2.266)

Die Definition von L’; konnen sich von Buch zu Buch unterscheiden. Hier wurde die Definition
aus | | verwendet.

Beispiele:
Pio(p) ~ Li
Pyo(p) ~ Ly(p) = =2(2 — p),
Pa1(p) ~ L3(p) = 6.

Mit u(p) ~ exp(—np)p(Hl)Lilill@p/n) folgt durch Einsetzen,

w(r) ~ exp (-Z’"> <2Z7°)l+1 L2 <m> ~ rR(r)

nag nag nag

und wir erhalten damit den Radialanteil von v als

Z 271\ 27
Ryi(r) = =Dyrexp _ar 2 LQH'Z1 kil
nag nag o\ nap

Durch Normierung [ drr?[Rp(r)[* = 1 erhalten wir die Koeffizienten

Nlw

2 (n—101-1)!

Z
Dpy=|— . 2.2
: (aB> n?(n+1)! (n+1)! (2.267)
(Fiir eine genaue Herleitung siehe | |.) Zusammenfassung:
Zr 271\ 2Zr
nim (F) = =Dy, ——— ) (== ) L2 == ) Yi(0, ). 2.2
i) = ~Duaesp (20 ) (220) g2 (22 )y, 0000, (2208)
—_—
:Rnl(r)

132



2.4 Atome

E> mit Anzahl N,

2 7 des besetzten
Zustandes 2
hv
ANN\NN>
E; mit Anzahl N,
1 \ des besetzten
Zustandes 1 Abbildung 2.47: Energieniveaus mit stimulier-

ter Absorption/Emission

Beispiele: So sehen einige der Radiusfunktionen aus:

s o) =2 (%) e (<)
2 Ralr) =2 (25)" (1 i) e (-25).
v Rl = 35 () o (7).

2.4.7 Optische Uberginge, Einsteinkoeffizienten
Einsteinsche Herleitung des Strahlungsgesetzes (1917)

Wir betrachten Atome im Hohlraum bzw. in der Wand des Hohlraums. Die Hohlraumstrah-
lung hat die Modendichte u(w,T'). Die Atome haben diskrete Energieniveaus, wir betrachten
zur Vereinfachung nur zwei (F1, F3) (vgl. Abbildung 2.47). Nach Bohr soll die Energie eines
Photons im Hohlraum Aw = F5 — E5 sein. Die Emission in den und die Absorption aus
dem Hohlraum sollen im thermischen Gleichgewicht gleich sein. Mit Z12 bezeichnen wir die
Zahl der Absorptionsprozesse und mit Zs; die Zahl der Emissionsprozesse. Sei B1oAt die
Wahrscheinlichkeit des Absorptionsprozesses in der Zeit At. Dann gilt

Zlg = NlBlgAt u(w, T),

wobei Nj die Anzahl der Atome im Energiezustand E; ist (nur diese konnen absorbieren!)
und u(w,T') die Strahlungsdichte bei w.
Die Emission hat zwei ,Kanale*:

e spontane Emission, unabhingig von u(w,T)
e stimulierte Emission, abhéngig von u(w,T"), analog zur Absorption.
Damit gilt

Zo1 = Ny Ao At + Boi1 At u(w, T)
N~—— —
spontane Emission  stimulierte Emission

Im Gleichgewicht gilt Z1o = Zo1, d.h.
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Die Besetzungsverhéltnisse N1 /No sind wie immer boltzmannverteilt mit

E
Ny g &P (7]?]37}T> g1 (Ez —E1> g1 < hw >
=Z=—— L =Z"exp = 2= exp ,

F1 B 92 exp <_k1E3‘2T> 92 kBT 92 kBT

wobei g1 o die Entartungsfaktoren der Energieniveaus 1 und 2 sind. Damit gilt

Az

u(w,T) = .
( ) L By exp (M) — B
92 kpT 21

Fiir T'— oo muss auch u(w,T’) — oo gelten. Dies geht nur, wenn

2
Big = g*le )
g1

d.h. der stimulierte Absorptionskoeffizient entspricht bis auf das Entartungsverhéltnis dem
stimulierten Emissionskoeffizient. Damit erhalten wir

Agy
- .
B (e (f5) —1)

Dies hat die Form der Planckschen Hohlraumstrahlung. Fiir kleine Frequenzen (fw < kpT))
muss Rayleigh-Jeans gelten, d.h.

u(w,T) =

(2.269)

g2 Aoy kBT (115) 8/
ulr = 0= g1 Bz hv &

kT.

Damit kénnen wir den Koeffizient der spontanen Emission A5 bestimmen durch

By
3

Bis, Bs1 und As; heiffen Einsteinkoeffizienten fiir Absorption, stimulierte Emission und
spontane Emission.

2.4.8 Optische Ubergangswahrscheinlichkeiten, Matrixelemente

a) Spontane Emission

Betrachten wir der Einfachheit halber wieder nur ein zwei-Niveau-System mit einem Uber-
gang. Nach vielen solchen Ubergéngen soll die insgesamt abgestrahlte Leistung P im Mittel
die eines elektromagnetischen Dipols sein. Nach klassischer Elektrodynamik ist diese

2 (p?) wl
P=- 2.270
3 4dmegcd ( )
fiir ein oszillierendes Dipolmoment p(t) = ei(t) = ppsinwt daher <p2> = %pg = mittleres

quadratisches Moment. p(t) ist also die klassische Quelle der Dipolstrahlung.
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Zur quantenmechanischen Beschreibung der spontanen Emission miissen wir die zu <p2>
entsprechende quantenmechanischen Grofe bestimmen. Dies geschieht durch Anwendung
der Storungstheorie (spater) (vgl. 2.8) Daraus wird ersichtlich, dass die entscheidende Grofe
der Erwartungswert des quantenmechanischen Dipolmoments (d.h. des Dipoloperators er)
ist (siehe auch | , Kap. 15.3, Kap. 16.1]), also

(p) =e(F) = e/\lf’{F\Illd?’r.

fiir den Zustand 1. Entsprechend gilt fiir den Erwartungswert eines Dipoliibergangs von 2
nach 1 (d.h. Ubergang des Elektrons von Es nach F; unter Abstrahlung eines Photons)

M = (p21) = e/\I@F\Pld?’r.

In der quantenmechanischen Beschreibung des Problems taucht also ein quantenmechanischer
Mittelwert an Stelle von <p2> in Gleichung (2.270) auf, wegen My = My wird dieser

(IMa2| + | May|)* = 2| My

| =

|Ms| ist das Matrixelement des Ubergangs 1 — 2. Damit ist die mittlere Leistung

4 Wt

2
3 4megcd Mo

(Po1) =

Die Gesamtleistung von Na-Atomen (die von 2 — 1 iibergehen und somit Photonen erzeugen)
ist also quantenmechanisch
P = Ny (Pa).

Mit der Definition von A als Wahrscheinlichkeit der spontenen Emission pro Zeit kann man
P schreiben als
P = Ngthgl.

Daher ist Ao; mit Mjo verkniipft. Die obigen fiinf Gleichungen zusammengenommen ergeben

2 2w’ 2

Aoy = =
2 3 503h

/ \II§F\I/1d3r

Aus Kenntnis der (ungestorten) Wellenfunktionen der Zusténde 1 und 2 ergibt sich As; und
damit die abgestrahlte Leistung bei spontaner Emission.

b) Matrixelemente (Absorption und induzierte Emission)

Jetzt spielt im Gegensatz zur spontanen Emission auch die spektrale Dichte u(v) der Pho-
tonen eine Rolle, denn man braucht ja Photonen zur Initialisierung der Prozesse. Man kann
in dhnlicher Weise den Einsteinkoeffizienten Bs; (und dann natiirlich auch Bj2) quantenme-
chanisch berechnen: Man findet das Resultat

g1 2 m2e?
“—Big =By = -——
7 12 21 = 3 eoli2

/ Urw,d3r
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2.4.9 Auswahlregeln

Nur solche Ubergéinge i — k sind moglich (erlaubt), die ein nichtverschwindendes Matrixele-
ment

Mik = e/‘l’ff'\llkd?’r 75 0

haben. Dies muss mindestens fiir eine Komponente gelten
(Mi)e = e / Ui W,d3r
(Mig)y = e/\Iny\I/kdgr

(Mix). = e/\I!;‘z\I/kdgr.

Man kann also jetzt bei bekannten v die M;j, berechnen. Wir werden das in einer Ubungs-
aufgabe fiir ein Beispiel genau tun, hier schauen wir uns nur das Wasserstoffatom an: Die
Wellenfunktion ¥ (Losung der Schrodingergleichung in Polarkoordinaten) hat die Form

1 - .
——R,(r)P"(cos )e"™?,
=Rt (r) P (cos )

d.h. die Abhéngigkeiten von 7,6, werden durch separate Funktionen beschrieben. Hier

bezeichnen
~ [2l4+1 (1 —m)!
pm — 22 Y pm
" (2) 2 (I+m) " (2)

die normierten verallgemeinerten Legendre-Polynome, mit f_ll PM(z)P*dz = oyr. Zu jeder
Funktion gehéren Quantenzahlen (s. Tabelle 2.6). Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron bei
r zu finden ist 2R, (r)? mit den Quantenzahlen n =1,2,... (E,).

Die Lésung impliziert [ =0,1,2,...,n—1,m = —I,—1l —1,...,l. Fiir den Drehimpuls gilt

L=I(+1)h,

daher heifst [ die Drehimpulsquantenzahl. Die z-Komponente von L ist L, = mh, daher heifit
m magnetische Quantenzahl.
Fiir linear entlang z polarisiertes Licht ist die z-Komponente von M;; entscheidend:

\Ijnlm =

2m
P{:’“ (cos 0) P (cos 0) sin ) cos 0d / e e e
=0

™

1 o0
M), = — / RiRyr*dr
( ) 21 Jr=o 0=0

Diese Komponente ist nur dann ungleich Null, wenn m; = my, (denn sonst verschwindet das
Integral iiber ). Wir erhalten als Auswahlregel fiir linear (7) polarisiertes Licht

Am =m; —my = 0.

Mit einer dhnlichen Rechnung erhalten wir fiir die zirkulare Polarisation ot (s. Abbil-
dung 2.49)
(Mig)e +i(Mig)y #0 = Am = +1

136



2.4 Atome

n 1 m Eigenfunktionen t, ; (7,0, ¢)

2o exp < 2%” ) sin 0 exp(Liyp)

8/m \ aB a
3
1 2 Zr Z%r? Zr
30 0 81\@(%)3 27— 1822 + 224" Y exp (— £2 )
3 1 0 8&(%)2(6—%)ﬁexp( ZT)COSQ
3
301 41 2 (%)2<6—%>%e}(p( 3?>sm9exp(:|:up)

Z \? z%?
3 2 0 81\/6—”(@) ag exp(——)(BcosQG—l)

3 2 41 - (al Z;QTQ exp( 3ZT>sm90086?exp(:tz<p)
_ay

817 B
3
Z\2 Z2
3 2 £2 ﬁ @) exp ( ) sin?  exp(42i¢)
Tabelle 2.6: Die normierten vollstdndigen Eigenfunktionen eines Elektrons im Coulombpoten-
tial V(r) = —Ze? /4megr nach | , Tabelle 5.2, Seite 155]
Lz

Abbildung 2.48: mogliche Ausrichtungen
des Drehimpulses durch die quantisierte L,-
Komponente des Drehimpulses, hier fiir [ = 2

und fiir die zirkulare Polarisation o~

(Mig)z — i(Mig)y # 0= Am = —

Einfaches physikalisches Bild: Das Photon hat einen Drehimpuls, bei o : +h, bei 0~ : —h
und bei linearer Polarisation 0. Es gilt Drehimpulserhaltung bei Absorption und Emission.
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Am=+1 AZ Am=-1 42

Abbildung 2.49: Polarisationsrichtung von zirkular polarisiertem Licht

Absorption

Polarisation Drehimpulsénderung des Atoms
ot AL, =h, Am=1

o~ AL, =—h, Am=—1

T AL, =0, Am=0

Emission

Drehimpulsénderung des Atoms Polarisation des erzeugten Photons
AL, =—h, Am = -1 ot

AL, =h, Am=1 o~

AL,=0,Am=0 7

Man findet ebenso formal

(Al=1; — I = £1]

Wir machen uns auch dieses Resultat plausibel.

—00

Dieses Integral verschwindet fiir alle Integranden, die ungerade Funktionen sind (ungera-
de Funktion: f(—z,—y,—2) = —f(z,y,2)). Da 7 ungerade ist, muss ¥¥; auch ungera-
de sein, damit M;, # 0. Falls f(—r) = f(r) gilt, sprechen wir von gerader Paritdt, falls
f(=r) = —f(r), von ungerader Paritit. ¥; und ¥ miissen also ungleiche Paritit haben,
damit M;, # 0. Im Wasserstoffatom haben die ¥ die Paritit (—1)!, d.h. Uberginge mit
Al = 0,2,4,... haben M;;, = 0 und sind damit verboten. Andersherum haben Uberginge
mit Al =1,3,5,... einen Paritdtswechsel, sind also a priori in Ordnung. Das Photon bringt
aber nur den Drehimpuls £1/A mit, sodass nur

Al ==+1

gilt.
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o At Az Ai/
E; ‘, \\ l\ sjl angeregter Zustand
E;
E>
E;
Ao
Eo Grundzustand

Abbildung 2.50: Ubergiinge von angeregten Zusténden

2.4.10 Lebensdauern angeregter Zustande, Linienbreiten

In Abbildung 2.50 ist spontane Fluoreszenz (=Emission) in die Zustidnde Es, Eq, E; gezeigt.
Die Anzahl der spontanen Ubergéinge von Niveau E; aus nach E; (E; > E;) betriigt

dN; = —A;;N;dt.
Die Anzahl der spontanen Ubergiinge in alle unteren Niveaus E; ist entsprechend

dNZ = —A,L'Nidt mit Al = ZA”
J
Damit gilt
Nl(t> = NZ(O) exp(—Ait) (2271)
Wir bezeichnen 7; := 1/A; als Lebensdauer von i. Aus der Messung von 7; folgt mit y Ajj
der Einsteinkoeffizient fiir spontane Emission.

Bemerkung: Es kénnen auch andere Prozesse zur Entvolkerung des Zustands E; beitragen,
zB. inelastische Stofse. Dann gilt

dN; = —(A; + R;)N;dt,

wobei R; die Entvolkerungswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit durch Stofe oder andere Pro-
zesse bedeutet. Damit ist

1 111

eff

R .
A+ r Y *

geff Ti Tr

Die endliche Lebensdauer bewirkt eine endliche Linienbreite des Ubergangs, wegen der Un-
schérferelation Energie-Zeit, AET > h. Die spektrale Leistungsdichte ist kein scharfer Peak,
sondern hat die Form einer glockenformigen Kurve mit der Breite Av = vy — 1y (vgl. Abbil-
dung 2.51).

Wir haben AX = A\ — A mit A\j 2 = ¢/v12, Av = vy — v und v; = vp = v. Daher gilt

AN = <C — C) ~-—S A= —AAI/,
v

v V2

139



2 Quantenmechanik

Abbildung 2.51: Intensitdtsverlauf einer Spek-
trallinie

d.h.
AN _Av_ Aw

A v w

a) natiirliche Linienbreite

Die Energieniveaus der Atome haben also eine endliche Verschmierung. Wir beschreiben
den Ubergang, bzw. die Abstrahlung nach dem klassischen harmonischen Oszillator mit
Dampfung. (Ein oszillierendes Elektron strahlt nach dem Hertzdipol ab, seine kinetische
Energie verringert sich — Dampfung)

i+ v+ wir =0

Die Losung fiir die Randbedingung z(0) = xo, #(0) = 0 lautet
x(t) = xp exp (—%t) (cos wt + % sin(wt)> :
Das Frequenzspektrum der Amplitude z(t) erhalten wir durch Fouriertransformation

A(w (t) exp(—iwt)dt

el
T

1 1

-7 (o twraTs)
Nahe der Resonanz ist (w — wp) < wp, also ist der zweite Term (mit (wo + w) im Nenner)
gegeniiber dem ersten vernachléssigbar. Damit gilt fiir die spektrale Leistung

1
(w—wo)?+(3)°
Der Faktor C ergibt sich aus der Normierung [ P(w)dw = Py, d.h. C = Pyy/(27). Damit
gilt

P(w) = A(w)A*(w) =C

/2w

P =B e /2
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Kathode

Abbildung 2.52: Rontgenrshre

und fiir die Breite erhalten wir Av = ~/(27). Die obige Funktion nennt man auch Lorentz-
Profil. Daraus ergibt sich ein Zusammenhang zwischen dw = w — wy und 7. Multipliziere den
Ostzillator mit maz. Dann gilt

ML + mw%x:ic = —ymi?
dm., m 4 4 dWw 9
G L gebet] = g = i

Mit x = zgexp (—%t) cos wyt folgt durch Einsetzen:

dw
e —ymadwd exp(—~t) sin? wt

Damit ist die mittlere Leistung

dWw 1
<dt> = *577””95(2)@(2) exp(—t)

Da die mittlere Leistung genau wie V;(¢) in (2.271) abklingt, konnen wir die Abklingzeiten
7 = 1/v und 7; = 1/A; gleichsetzen und erhalten Aw = A; = Tl . Av ist die natiirliche
Lebensdauer, da der Zerfall des angeregten Niveaus natiirlich, d.h. ohne dukere Einwirkung
stattfindet. Fiir die Na-D-Linie (gelb) gilt A = 589nm, 7 = 16ns, Av = 10 MHz = 107 Hz,
v=>5x10"Hz (vgl. | |[Kap. 7.4]).

b) Doppler-Verbreiterung

Ein bewegtes Atom emittiert bei wg. Da es sich aufgrund seiner thermischen Energie bewegt,
hat das emittierte Photon aufgrund des Dopplereffektes eine geringfiigig andere Frequenz.
Im sichtbaren Gebiet tibertrifft die Dopplerverbreiterung die natiirliche Linienbreite um etwa
zwei Grokenordnungen. Genauere Informationen finden Sie in | , Kap. 7.4.2].

2.4.11 Rontgenspektren

In Abbildung 2.52 ist der Aufbau einer Rontgenrohre skizziert. Ein hochenergetisches Elek-
tron mit eU > Flgnisierung Schléigt ein anderes Elektron aus einer tiefen Schale heraus. Da-
durch entsteht ein Loch. Andere Elektronen kénnen aus hoheren besetzten Zustinden herun-
terfallen und ihre Energie hv = F; — Ej, als Rontgenphoton abgeben. Die Energie im Bereich

141



2 Quantenmechanik

Wolfram-Anode Lo,
U=100kV | M.,
Ka,
K31
L,
Abbildung 2.53: Verschiedene Serien, die mit
! . K,L,M bezeichnet sind. Sie entsprechen den
100 50 20Energie0/kev Ubergéngen n = 2 - n=1: K,,n =3 —
1 1 1 1 1 n:l:Kg,n:4—>n:1:K7,...,
0,2 0.5 /\1//2 2,0 50 n=3—=>n=2:L,n=4—=n=2:Lg,

etc.

von 1 — 100keV entspricht einer Wellenlénge von 0.1 — 10 A. Nach der Formel fiir Serien der
Spektrallinien

ergeben sich Emissionslinien bei hohen Frequenzen (UV- bis Rontgen) (vgl. Abbildung 2.53).
Die innersten Linien (K4,...) hingen nur wenig von der Umgebung der Atome ab (z.B.
chemische Bindung oder dhnliches), d.h. die Spektren im Roéntgenbereich sind recht einfach.

Man findet
vk, =Ry(Z —1)2 ((1)2 - (;>2> = ZRy(Z —1)?

vr, = Ry(Z — 7.4)* ((;)2 - <;>2> = % Ry(Z — 7.4)

Die Abschirmung wird wie oben diskutiert mit zunehmendem n stérker. Dariiber hinaus
beobachtet man ein breites kontinuierliches Spektrum (vgl. Abbildung 2.53) auf Grund vom
Bremsstrahlung (Abbildung 2.56).

2.5 Zeemaneffekte und Feinstruktur

2.5.1 Zeemaneffekt des Wasserstoffatoms (ohne Spin!) = ,normaler*
Zeemaneffekt

a) Halbklassisches Modell
Das Elektron bewegt sich auf einer Kreisbahn um den Kern, Abbildung 2.57, aber der Dre-

himpuls ist quantisiert mit

—

Il = /il + D)k

Die Umlauffrequenz des Elektrons ist v = v/(27r). Damit gilt fiir den Kreisstrom
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1A, s 1A I

P — 6
o — 5
N — 4
M — Y VY 3
Mo Ms M,
L — YV 5
Lo LsL,
K YyVY n=1
Ko Ks K,

Abbildung 2.54: Abbildung 18.9 - Das Elektron muss in einen freien Zustand ge-
bracht werden, denn es kann nicht in besetzten Zustand (Pauli-Prinzip), d.h. eU =
Eyin (einfallendes Elektron) ~ Fj,,. Die Energie eU muss sehr viel grofer als Ex,_ (oder ei-
ne andere) sein, damit K, entsteht, z.B. bei Kupfer E(ls) = —8978¢V, E(6p) = —4eV (1.
freies Niveau). Damit eU > E(1s) — E(6p) = 8974€V.

A7
0,10

0,05} Wolfram

| | | | Abbildung 2.55: Abbildung 7.28: Die Rontgen-
0 50 100 150 200 250 strahlung (K, oder &hnliches) entsteht erst ober-
kv halb einer Grenzspannung

und das magnetische Moment

wobei 71 die Normale zur Kreisflache A ist (vgl. Abbildung 2.57) Der Bahndrehimpuls [ des
Elektrons betragt
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Elektronenhdille

Exn=AE - E
Abbildung 2.56: Abb. 7.25 Bremsstrahlung

(N.B. Ab jetzt nennen wir den Bahndrehimpuls des Elektrons [ anstatt wie bisher L, da wir
das Symbol L fiir den Gesamtbahndrehimpuls von Mehrelektronenatomen vorhalten wollen).

Flache A

e, me

Abbildung 2.57: Zeemaneffekt, Elektron auf
Kreisbahn

wobei ausgenutzt wurde, dass der Impuls p'senkrecht auf dem Vektor 7' steht. Damit erhalten
wir

e -
l:Ml-

fi=|-

2me

[ ist proportional zu [ und entgegengerichtet. Die potentielle Energie des magnetischen
Dipolmoments im externen Magnetfeld betragt

°I.B,

Epoy = —fi; - B =
pot 1% oM

d.h. mit B = (0,0, B,) und I, = mh (m ist die magnetische Quantenzahl —l < m <) gilt

eh
Epot = 9

mB = upmB

e

mit dem Bohrschen Magneton

=927 x 1072 )T L.

_ eh
UB = 2,

Die Energie eines Zustandes W, wird um AE = ppmB verschoben (N.B. eine storungs-
theoretische Beschreibung liefert das gleiche Ergebnis wie dieses halbklassische Modell). Fiir
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Abbildung 2.58: Aufspaltung beim normalen
Zeemaneffekt

Abbildung 2.59: Prézession von ji; bzw. I

das Wasserstoffatom ohne Spin (was es natiirlich nicht gibt!) erhalten wir

| Bt = E(n,1) + ppmB|

Dies ist der sogenannte ,normale” Zeemaneffekt. Die bei B = 0 entarteten 2] + 1 Zustédnde
spalten im B-Feld in 2] 4+ 1 &quidistante Linien auf, wie in Abbildung 2.58 gezeigt. Mit
up = eh/2me folgt

_ KB 7 Ui I
= 2l bzw. | &£ = 2.272
iy L b : ( )
Im B-Feld wirkt auf [i; ein Drehmoment
[j = /Il X é

Da i antiparallel zu l_: weicht fi; wie beim Kreisel durch Prazession der Rotation in die
z-Richtung aus. Fiir die Prézessionsfrequenz wp, die auch Lamorfrequenz genannt wird, gilt

|D| _ mBsina

a |l] sin |l sin o

mit dem gyromagnetischen Verhéltnis . Bei der Prézession bleibt die z-Komponente von ji;
bzw. | konstant, nicht aber die z- und y-Komponenten (vgl. Abbildung 2.59).
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b) Emission und Absorption von Licht durch Zeeman-aufgespaltene Zustdnde

Absorption bei longitudinalem Wellenvektor des Lichts und zirkularer Polarisation
‘ B ‘ B

s o

ot-Polarisation o~ -Polarisation
Photonenspin +# Photonenspin —#A
Al, =4k, dh. Am =41 Al,=—-h, Am=-1
Av = —i—‘%f Av = _“T?

Die beiden zirkularen Polarisationen ¢ und o~ kénnen jeweils nur bei der entsprechenden
Frequenzveschiebung év = +£2 und Av = —EE B absorbiert werden und der Photonendre-
himpuls geht dabei auf das Atom iiber. Bei der Emission geht der Drehimpuls vom Atom auf
das Photon iiber, sodass jetzt bei 0v = 452 o~ -Polarisation entsteht und bei Av = —£EB
oT-Polarisation.

transversaler Wellenvektor des Lichts und lineare Polarisation

& & &) &

Am =0 Am = *£1
Av = 0 (kein magnetisches Moment) Av =+EEB

Es ergeben sich drei Linien. Die erlaubten Uberginge fiir Absorption und Emission zwischen
Zusténden mit [ = 1 und [ = 2 sind in Abbildung 2.60 zusammengestellt. Wegen der Aquidi-
stanz der aufgespaltenen Niveaus ergibt sich immer nur eine Frequenzverschiebung um +Awv,
bzw. Av = 0.

Versuch:

Der Versuchsaufbau ist in Abbildung 2.61 gezeichnet. Uber ein Fernrohr mit zwischengeschal-
teter Lummer-Gehrke-Platte (zur spektralen Zerlegung) wird der Cadmiumdampf senkrecht
zum B-Feld beobachtet. Der Aufbau und die Funktion der Lummer-Gehrke-Platte sind in
Abbildung 2.62 erkléart.

Das Emissionsspektrum ohne B-Feld besteht aus einer Linie (A = 644 nm, rot). Im Lummer-
Gehrke-Fernrohr sieht man eine Serie von Linien bei A(a) = kXA (k = 1,2,3,...). Nach
obiger Diskussion erwarten wir bei B > 0 die polarisationsabhéngigen Aufspaltungen nach
Abbildung 2.63 und beobachtete Linien bei den verschiedenen Polarisationen der Detektion
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Abbildung 2.60: Abbildung 5.12, erlaubte Ubergiinge
A B
Zelle mit CD- Beobachtungs-
Spektrallampe richtung

Polschuhe

Beobachter

Lummer-Gehrcke-
platte Sicht von oben.

Abbildung 2.61: Versuchsaufbau Zeeman

fiir transversale Beobachtung (kL B) (Abbildung 2.64).
Die qualitative Auswertung erméglicht die Bestimmung von e/m.

2.5.2 Experimentelle Abweichungen von der Rydbergformel und vom
,normalen” Zeeman-Effekt

Abbildung 2.65 zeigt einen Ausschnitt aus der Balmerserie (H,) bei hoher spektraler Auflo-
sung. Man erkennt die Dublettstruktur von H. Bei weiterer Erhchung spaltet das Dublett
weiter auf. Das Termschema zeigt energetische Aufspaltung von Niveaus mit unterschiedli-
chem Gesamtdrehimpuls (z.B. 2Py und 2P3/5, 3P /5 und 3P3/2), die relativ zur Frequenz
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Abbildung 2.62: Geometrie der Lummer-Gehrke-Platte. Das Licht wird sehr oft in der N&he
des Winkels der Totalreflexion innerhalb der Platte reflektiert. Bei jeder Reflexion tritt ein wenig
Licht aus, mit Gangunterschied A = A; — Ay zwischen benachbarten Strahlen, A = A(«)
wegen des Fresnelschen Brechungsgesetzes. Konstruktive Interferenz erfolgt fiir diskrete Werte
von o = q, fiir k = 1,2, 3, ..., Bedingung

A = 2d\/n? —sin® ay, = kA

mit dem Brechungsindex n der Platte. Vielstrahlinterferenz sehr hoher Ordnung fiihrt zu einer
hohen spektralen Auflésung dieses einfachen Interferometers. Wir betrachten das aus der Platte
austretende Licht durch ein Fernrohr und beobachten fiir monochromatisches Licht einen Satz
von Streifen, die zu benachbarten (hohen) Ordnungen konstruktiver Interferenz gehoren. Diese
Linien spalten durch den Zeemaneffekt entsprechend auf.

M,
2
/ 1
ip, — =2 0
\ p
-2

fy = 466THz

Ao = 644nm

A } A 1
1P1 = A A A 0
Y A Y 1

o* ™ o
AMJ =+1 AMJ =0 AMJ =—1
Abbildung 2.63: Abb. 3.7.2

der Linie aber weniger als 10~4 betriigt (10 Ghz/500 000 GHz). Diese Aufspaltung wird Fein-
struktur genannt und weiter unten diskutiert. Eine noch kleinere Aufspaltung (Lamb-Shift)
sei erwahnt, kann aber nicht diskutiert werden. Ein weiteres Beispiel fiir eine Feinstruk-
turaufspaltung ist die Aufspaltung der gelben Natrium-Linie in ein Dublett D; = 589.59 nm,
Dy = 588.96nm, die einem 3P — 3S Ubergang in Natrium entsprechen. Diese Beobach-
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Abbildung 2.64: transversale Beobachtung, a)
ohne Polarisationsfolie, b) lineare Polarisation
senkrecht zu B, ¢) lineare Polarisation parallel
zu B

b)
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Hochaufgeldste
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N

Abbildung 2.65: Abb. 5.14, Balmerserie bei hoher spektraler Auflésung

tungen sowie der Stern-Gerlach-Versuch fithrten zur Forderung/Entdeckung des Spins des

Elektrons.

2.5.3 Stern-Gerlach-Experiment (1921)

Der Versuch ist geméf Abbildung 2.66 aufgebaut. Silberatome werden in einem Ofen ver-
dampft. Durch die Kollimatorblende wird ein (einigermafen) gebiindelter Strahl aus Silbera-
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Abbildung 2.66: Abb. 5.15 Versuchsaufbau Stern-Gerlach-Versuch

Y N

tomen erzeugt, der senkrecht zu einem inhomogenen B-Feld lduft. Danach wird die Position
des Strahls durch Abscheiden (Kondensation) der Silberatome auf einer Glasplatte beobach-
tet.

Ergebnis: Ohne Feld ergibt sich ein Fleck, mit Feld zwei Flecken. Der Strahl wird offenbar
hélftig aufgeteilt und nach oben bzw. unten (in Richtung parallel/antiparallel zum Gradien-
ten des B-Feldes) abgelenkt.

Interpretation: Im B-Gradienten wirkt eine Kraft —u,, grad B auf ein magnetisches Moment
tm, d.h. Silberatome besitzen ein magnetisches Moment. Silber ist im Grundzustand ein s-
Zustand (5s) ohne Bahnmoment (I = 0) mit einem Valenzelektron, es muss also eine andere
Ursache fiir das magnetische Moment geben als im normalen Zeemaneffekt. (N.B. Wir werden
spater sehen, dass alle Elektronen mit n = 1,2,3,4 so angeordnet sind (Schalen), dass ihr
Gesamtdrehimplus null ist).

Idee (Gouldsmith und Uhlenbeck, 1925):

e Elektronen haben Eigendrehimpuls = Spin s, der ihnen ein magnetisches Moment
verleiht

e Der Spin geniigt den quantenmechanischen Drehimpulsregeln, also

|5] = v/s(s+ 1)h

s, = mgh

wobei mg als magnetische Spinquantenzahl bezeichnet wird. Wie oben fiir f([c’l ~ f)

gilt auch fiir den Spin

mit dem gyromagnetischen Verhaltnis ;.
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2.5 Zeemaneffekte und Feinstruktur

Bemerkung: Die Spins in abgeschlossenen Schalen kompensieren sich paarweise, nur
das eine 5s Valenzelektron im Silber erzeugt ein magnetisches Moment.

e Die zwei beobachteten Flecke entsprechen zwei Spinorientierungen. Wegen —s < myg <
s und Amg =1 (wegen s, = mgh) folgt

s:i,ms::tf

mit der Spinquantenzahl s.

Bemerkung: Oben hatten wir die Beziehung zwischen dem magnetischen Moment und Bahn-
drehimpuls

l
M= _MB%
oder allgemeiner
l
My = _QZ,UBﬁ

mit dem g-Faktor, der beim Bahndrehimpuls g; = 1 ist.

Beziehung zwischen ps und s:

. . eh §
Hs = VsS = _gsfmj'

Man findet experimentell (z.B. durch quantitative Auswertung vom Stern-Gerlach-Versuch):

gs = 2.0023|(1)

Die Tatsache, dass gs > 1 ist, kann klassisch nicht erklart werden. (g5 = 2 kommt aus
relativistischer Quantentheorie, Dirac 1928). Damit gilt

s=+1/2
Hsz = —gsMsUB " = / +1.001 16,UB

Das gyromagnetische Verhéltnis betréagt also

1
v = ,i7 bzw. v, = 1.001 16i
2 me Me

2.5.4 Einstein-de-Haas-Effekt

Der Einstein-de-Haas-Effekt erlaubt eine Messung von ~,, erstmalig durchgefithrt von de
Haas (1915). Der Versuchsaufbau ist in Abbildung 2.67 skizziert. Durchfiihrung:

e B wird so grof gemacht, dass die Magnetisierung des Eisens séattigt, d.h. alle magneti-
schen Momente der (freien und gebundenen) Elektronen sind parallel zu B ausgerichtet.
Es gilt

My = N,Us,z

mit der Anzahl der beitragenden Elektronen NN, wenn man die kleinen Beitrage der
Bahndrehimpulse der gebundenen Elektronen vernachléssigt.
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e B-Feld umpolen: M, — —Mj,. Damit folgt AMy = 2M; = 2N, .. Aus Messung von
AM, kann man also auf ji, , schliefen sofern man N kennt.

e Mit ps klappen auch alle Spins um. Damit ergibt sich eine Gesamtédnderung des Dre-
himpulses in z-Richtung um

AS =2Ns, = Nh.

e Kompensation der Anderung AS durch makroskopische Drehimpulsinderung L des
Zylinders

AS=—-L=—]w,

wobei I = mR?/2 das Trigheitmoment des Zylinders mit Radius R ist. War der Zy-
linder vor dem Umpolen in Ruhe, so rotiert er danach mit dern Winkelgeschwindigkeit
w. Damit gilt

Iw = —Nh.

e Die kinetische Energie der Rotation des Zylinders nach Umpolen betrigt

12 1N2K2  N2p2
kin — 5§75 — & = T 59

27T 2 I  mR?

e Die potentielle Energie nach Verdrillung des Fadens um den Winkel ¢ ist

1
E, = 5 Dp¢?

mit dem Richtmoment Dg des Fadens.

e Im Fall maximaler Auslenkung gilt Fyi, = F,,,. und wir erhalten durch die Messung
VON Qmayx die Groke AS unter Verwendung von AS? = N2x?:

CONREOASE 1,

kin — mR2 mR2 2 Rgomax

D
= AS =4/ TRmR2<pmaX =2Ns,

o Wegen AM = 2Ny, , folgt

=F

$Pmax

AM_,US,Z .
AS s, — s

Bemerkung: N kiirzt sich heraus, d.h. die Messung von ~, ist ohne genaue Kenntnis,
wieviele (welche) Elektronen mitmachen, maoglich.

e

De Haas fand v, = =2, bzw. gs = 2 !! Einstein-de-Haas-Experimente geben Aufschluss,

inwieweit die Magnetisierung eines Stoffes vom Spin bzw. Bahnmoment herriihrt.

152



2.5 Zeemaneffekte und Feinstruktur
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Abbildung 2.67: Versuchsaufbau Einstein de
Haas

2.5.5 Feinstruktur

Erkldrung der Feinstrukturaufspaltung beruht auf Kopplung zwischen Bahndrehimpuls [ und
Spin s. Zur Erklarung verwenden wir ein halbklassisches Modell wie beim normalen Zeeman-
Effekt. Wir kennen bereits, wie sich das Elektron auf einer Kreisbahn um den Kern bewegt
(vgl. Abbildung 2.57) und das daraus resultierende magnetische Moment i = —e/(2m,)l.
Im Koordinatensystem des Elektrons bewegt sich der Kern auf einer Kreisbahn im gleichen
Drehsinn. Der entsprechende Kreisstrom I = Zev erzeugt am Ort des Elektrons ein B-Feld.
Nach dem Gesetz von Biot-Savart gilt

poZe

(x (1) =~ 473 (0x7) = Arrd3me

= poZe

poZe i
P Y3

Der Spin des Elektrons hat zwei Einstellungen in él: s, = =£h/2. Dies entspricht einer
Verschiebung der Energie des Zustandes in B; um

= 1 pupZe - poZe? -
AE = —jiy- B, = = -5~ l-5.
fs = 21 \gf/ﬁf; h 47r3me s 4drm?2r3
~2 eh
2me

Die Riicktransformation in das System mit dem Kern in Ruhe ergibt einen (nichttrivialen)
Faktor 1/2.

Ze? "
HOZC (3.1

= Enls:En_ﬁs'-él:En+

8mrm2r3

Da die Feinstrukturaufspaltung proportional zu § - I ist, bezeichnet man sie auch als [s-
Kopplung.
Mégliche Werte fiir [ - 5

Der Gesamtdrehimpuls j = [ + § ist quantisiert mit |j| = 1/j(j + 1)A.l und § koppeln zu
j zusammen (vgl. Abbildung 2.68), sodass j = | + s,...,l — s fiir | > s, fiir s = 1/2 ist
j=1+1/2,1—1/2. Mit 52 = (I + 5)? folgt

§-f:%(j2—l2—52):%hQ(j(jJrl)—l(l+1)—s(s+1)).
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Abbildur}g 2.68: Kopplung der Drehimpulse I

und § zu j
Damit gilt fiir die Energie
a . .

Buts = Bu+ 5 (GG +1) U0+ 1) = s(s + 1)) (2273)

mit -
Ze*h
= % = Spin-Bahn-Kopplungskonstante.
dTmgr

Beispiel: Aufspaltung eines p-Zustandes (I = 1)in zwei Komponenten mit j = [ + 1/2,

P32
N
E
j

Pijp
j=1—-1/2:
Achtung: a hdngt vom jeweiligen Zustand (n,l,m) ab. Fiir den Erwartungswert gilt

poZe?h?
(a) = 87Tm2 wnlm 3wnlmd T.

Fiir die Wellenfunktionen des H-Atoms ,;,, folgt nach einigem Rechnen

Z2a2

() =~ "nl(1+3)(1+1)

mit der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante

_ poce® 1
T dAxh 137

Durch Einsetzen in (2.273) folgt der Abstand AFEjs zwischen j =1+ 1/2und j =1 —1/2
(Feinstrukturaufspaltung):

1 Z%a? 72
AE, = (@) (14+2) = B2 ~ 53%x10°E,— " < E,!
l <“>< +2> mg 1)~ oS W By <€

Fiir den 2p-Zustand des Wasserstoffatoms (mit Z = 1, n = 2,1 =1, E, = —13.4eV) gilt
AE;,; =4.6 x 107%eV.
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2.5 Zeemaneffekte und Feinstruktur

Abbildung 2.69: Prézession von f, §und [ bei
der Is-Kopplung

2.5.6 Anomaler Zeeman-Effekt

Der oben besprochene normale Zeeman-Effekt tritt nur auf, wenn s = 0, ansonsten ist die
Aufspaltung komplizierter. Sei zunéchst B = 0. Dann ist der Gesamtdrehimpuls j erhalten,
da die Coulombkraft eine Zentralkraft ist. §und [ priizedieren um j. Eine quantenmechanische
Rechnung zeigt, dass j die neue gute Quantenzahl ist mit j = |l £ s|. Jetzt nimmt j, Werte
J» = mjh an, mit —j <m; < j (m; ist halbzahlig, wegen j = {41/2 fiir s = 1/2 (Elektron)).
Als Auswahlregeln gelten Am; = 0,+£1.

Fir B = (0,0, B) # 0 prézediert ji; (und j) um die z-Achse (und [und § um die j-Achse, vgl.
Abbildung 2.69), solange das dufere Feld B geniigend schwach gegeniiber B; ist. In diesem
Fall ist die Zeemanaufspaltung kleiner als die Feinstrukturaufspaltung, die [ 5~Kopplung
bleibt erhalten, ist starr.

Achtung: fi; und j sind wegen des anormalen magnetischen Moments des Spins (gs = 2)
nicht mehr parallel (vgl. Abbildung 2.70). fi; ist antiparallel zu ﬁ iis ist antiparallel zu 8,
aber [ij = [ij + [Is ist nicht antiparallel zu j= [+3, da g1 # gs. Wegen [i; = —uBf/h und
fis = _gsﬂBg/h folgt

fiy = — o (T 0:9) (2.274)

Die Bewegung ohne Magnetfeld (B = 0) erfolgt um das raumfeste j (Gesamtdrehimpuls
bleibt erhalten). Es bleibt eine effektive Komponente von [i; entlang j:

-

(i) = | |(PrOJekt10n auf §) (2.275)
J
(2.274) e [ j 55
2me ( ¥l 141 )

(vgl. Abbildung 2.71).
Wegen j = [+ §gilt j2 = (I + )% und damit

%(](] + 1)+ 11 +1)—s(s+ 1)) B2,
+ 1)+ s(s+ 1)) k%
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Abbildung 2.70: Abb. 5.23 Richtungen der Mo-
mente

Abbildung 2.71: Abb. 5.23, Projektion von p;
auf ;

Mit pup = eh/2m, und g5 = 2 folgt

v 3D +s(s+1) -+ 1)
(nj) = 2/ +1) 1B

Da auch
(i) =9;vVi(j+1up

(Definitionsgleichung fiir g;) gilt, konnen wir g; ausrechnen:

JU+D+s(s+1) -0 +1)

g =1+ —
! 2j(j+1)

gj wird als Landé-Faktor bezeichnet. Er hiangt von j,s,l ab! Fiir s = 0, d.h. j = [ folgt
g; = 1. Fir l =0, d.h. j = s folgt g; = 2.
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Zus-B mj |m; - g
Pi/2 comt— Yy +1/2 |+1/3
9i=2/3 T 7 ~1/2 |-1/3
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1 : :
|2 34
, Lo +1/2 | +1
S1/2 Prag 2#3 B
=2 o
g/ S ¢ A 71/2 _q
1111
D1 v Abbildung 2.72: Uberginge im Na-Atom (nach

[ , Abb. 5.25 a)))

Bewegung mit GuRerem Magnetfeld B = (0,0, B)

(Feld geniigend schwach, sodass die 1s-Kopplung erhlaten bleibt!) Die z-Komponente von ;
ist quantisiert: j, = m;h (—j < mj; < j). Wir miissen also (u;) auf z projizieren:

(j), = —mjg;pB.
Dann gilt fiir die Energie

Em; = — (), B=m;gjupB

und fiir die Aufspaltung zwischen benachbarten m; gilt

Dies ist der anomale Zeeman-Effekt. Die Aufspaltung im anomalen Zeeman-Effekt ist also
von den Werten von [, j abhéngig, im Gegensatz zum normalen Zeemaneffekt!
Zwei Beispiele, die zeigen, dass die Aufspaltungen jetzt komplizierter sind (nicht dquidistant):

(a) Ubergiinge 2P /2 ¢+ 25} /9 im Natriumatom (vgl. Abbildung 2.72). Die Landéfaktoren
sind g; = 2 fiir 25/, und g; = 2/3 fiir 2P; 5. Damit ergibt sich eine Aufspaltung
von 2P in zwei Linien (m; = £1/2) mit AE = (2/3)upB und eine Aufspaltung
von 28/, in zwei Linien (m; = +1/2) mit 2upB. Damit ergeben sich vier optische
Ubergiinge wegen den Auswahlregeln Amj =0,%1.

(b) Uberginge 2P; /2 ¢+ 25} /9 im Natriumatom (vgl. Abbildung 2.73). Die Landéfaktoren
sind g; = 4/3 fiir 2P35 und g; = 2 fiir 25, (Wie oben). Damit ergibt sich eine Auf-
spaltung von 2Py, in vier Linien (m; = 3/2,1/2,-1/2,-3/2) mit AE = (4/3)upB.
und eine Aufspaltung von 25/, wie oben (2 Linien). Mit obigen Auswahlregeln folgen
drei Uberginge (1,3,5) im Abstand 4/3u5B und drei Ubergéinge (2,4, 6) im Abstand
(4/3)up B versetzt um (2/3) 5, sodass insgesamt sechs dquidistante Linien im Abstand
(2/3)up B entstehen.
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123456 Abbildung 2.73: Anomaler Zeeman-Effekt des
NN Ubergangs 2P3/2 > 351/2 im Natriumatom, oh-
D, v ne Beriicksichtigung der Hyperfeinstruktur (nach

[ , Abb. 5.25b, Seite 174])

2.5.7 Paschen-Back-Effekt

Bisher war das Magnetfeld geniligend schwach, sodass die anomale Zeemanaufspaltung kleiner
als die Feinstrukturaufspaltung war. Damit blieb die - s-Kopplung erhalten, j war die ,gute®
Quantenzahl.

Der Fall grofer Felder (AEzeeman > AEjs) heift Paschen-Back-Effekt. Der Ubergang vom
anomalen Zeemaneffekt zum Paschen-Back-Effekt hingt von Z ab, da AEj, ~ Z2. Leichte
Atome kommen schon bei viel geringeren B-Feldern in den Limes de Paschen-Back-Effekts,
z.B gilt fiir die Na-D-Linie AEj; ~ 17.2cm™, fiir die Li-D-Linie AE;, ~ 0.3cm™'. Bei
B = 3T ergibt sich AEzeeman ~ 1cm™! fiir beide Atome. Fiir Natrium bedeutet B = 3T
damit ein schwaches Feld, d.h. es liegt der anomale Zeeman-Effekt vor, fiir Lithium ist
B = 3T bereits ein starkes Feld und es tritt der Paschen-Back-Effekt auf.

Fiir grokes B entkoppeln [ und §, sodass diese einzeln um B prazedieren (vgl. Abbil-
dung 2.75). j ist keine gute Quantenzahl mehr. Stattdessen sind (y;), und (us). einzeln
quantisiert. Die Zusatzenergie Vi, m, = (m; + 2ms)upB erhalten wir jeweils wie beim nor-
malen Zeeman-Effekt! Die Aufspaltung der Spektrallinien ist nun

AE = (Amy + 2Amg)upB.

Es gelten die optischen Auswahlregeln Al = +1, Am; = 0,+1 je nach Polarisation. Dazu
kommt Amg = 0, da in der Regel bei optischen Frequenzen der Spin s nicht durch Licht-
einwirkung verdndert werden kann (wohl aber bei Elektronenspinresonanz). Ein Beispiel fiir
den Ubergang vom anomalen Zeemaneffekt zum Paschen-Back effekt ist in Abbildung 2.74
gezeigt.
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Abbildung 2.74: Abb. 13.15 Paschen-Back-Effekt (¢) und Zeeman-Effekt (b) der Linien D,
und Dy des neutralen Natriumatoms (a). Im Grenzfall hoher Magnetfelder beobachtet man eine
unverschobene und zwei symmetrisch aufgespaltene Linien, wie beim normalen Zeemaneffekt

(aus | , Seite 224, Abb. 13.15])

Abbildung 2.75: Abb. 13.16, Zum Paschen-
Back-Effekt. Im Grenzfall hohen Feldes By, stellen
sich Spin s und Bahndrehimpuls [ einzeln relativ

zZu BO ein, der Gesamtdrehimpuls j ist nicht de-
finiert (aus [ , Seite 224, Abb. 13.16])

2.6 Hyperfeinstruktur

Sehr hochauflésende Spektroskopie (bei der die Dopplerverbreiterung der Spektrallinien
yuberlistet wird) zeigen, dass beide Feinstrukturlinien noch weiter aufspalten, beim Was-
serstoffatom wieder in zwei Linien. Dies ist die Hyperfeinstrukturaufspaltung. Sie beruht auf
dem Kernspin, der mit dem endlichen Drehimpuls des Kerns (und daher seiner endlichen
Ausdehnung) zusammenhéngt. Der Drehimpuls des Kerns betragt

Il =/I(I+1)h
mit der Kernspinquantenzahl I. Wie iiblich gilt
IZ:m[h, —ISmjﬁf.

Das magnetische Kernmoment ist gegeben durch

fir =yl = glff
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mit dem gyromagnetischen Verhéaltnis v des Kerns. Mit dem magnetischen Kernmoment,
dem Kern-Magneton folgt in Analogie zum Bohr-Magneton
€ Me “B

= hzi =
omp . mpt® T 1836

Kk

mit der Protonenmasse mp. Durch den Faktor 1/1836 wird dieser Wert ziemlich klein. Man
findet experimentell p7(Proton)= 2.79 . Mit jiy = gr5=1 wird der Kern-g-Faktor gy defi-
niert.

Betrachten wir nun die Orientierung (und damit Energieaufspaltung) des Kernmoments,
erzeugt durch das Bj-Feld der kreisenden Elektronen (wie bei [ 5-Kopplung). Das Feld B;
wird erzeugt durch ein kreisendes Elektron mit Gesamtdrehimpuls j, fi; ist das magnetische
Moment des Kerns. Dann gilt fiir die Energie

Erj= _‘ﬁIHBj‘COS@ = grpx/ I(I +1)|Bj| cos

mit dem Winkel o zwischen fi; und Bj. Der Gesamtdrehimpuls des Atoms (bei starker
Kopplung) ist

ﬁ:j+f$j.f:§(p2—j?—ﬁ).
Damit gilt
j-I 1FF+1)—j(G+1)—-II+1)
oS = 5= = = —
i — Vi + DI +1)

und wir erhalten fiir die Energieaufspaltung

ABgps L S (F(F 1)~ j(+1) ~ 1T +1)

mit der Hyperfeinkonstanten
grik Bj

Bemerkung: B; hiangt von n,[ ab.

Man findet aus kernpyhsikalischen Experimenten fiir Wasserstoffatome (d.h. Protonen): I =
1/2, gr = 5.58 und damit p;, = £2.79 uk. Fiir den Grundzustand des Wasserstoffatoms
ist j = 1/2, I = 1/2, dh. fir F = 0 ist Egrs = Ei1g1/2 — (3/4)A und fiir F' = 1 ist
Enrs = E1,1/2+(1/4)A (vgl. Abbildung 2.76). Abbildung 2.77 zeigt die Hyperfeinaufspal-
tung in zwei Linien beim Ubergang 25 — 15 im Wasserstoffatom.

Abbildung 2.78 zeigt schematisch die Feinstruktur- und Hyperfeinstrukturaufspaltung eines
Zustandes mit n = 2,1 = 1. FS ist dabei viel grofer als HF'S.

Bemerkung: Es gibt auch eine Art Kern-Zeeman-Effekt bei kleinen Magnetfeldern, solange
urpB < AFEppg. Fir F = 1 ergibt sich eine Aufspaltung in mp = 1,0, —1. Bei groferem
B-Feld entkoppeln I und j und es kommt zum Paschen-Back-Effekt des Kernspins. Die
entsprechenden Verschiebungen der Niveaus im B-Feld sind fiir einen Zustand 125, s2 In
Abbildung 2.79 gezeigt.
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F=1 T I
~ A/4
128—1/2ﬁ,_’ ________ I _________ ﬁ 1 IES
\ 3A/4
\\\
‘T l I Abbildung 2.76: Abb. 5.28 zeigt die Hyperfein-
L. aufspaltung des Grundzustands vom Wasserstof-
K s f:
atom
F=1
F=0
Abbildung 2.77: Abb. 5.29 Hyperfeinaufspal-
I ' ' ' ' I ' " tung beim Ubergang 25 — 1S im Wasserstoffa-
0 1000 MHz

tom

F
22P, ), F=0
Schrodinger Elektronen- | Kernspin
spin Abbildung 2.78: Abb. 5.30 (WD)

2.7 Stationdre Storungsrechnung

Bisher haben wir die Schrédingergleichung

Hy = Ey (2.277)
gelost mit dem Hamiltonoperator
P2
H=2" 2.2
o + V(7) (2.278)

fiir verschiedene V' (7) bzw. V(x). Bei allen bisherigen Beispielen konnten wir (2.277) analy-
tisch exakt losen, aber fiir die meisten V (7) existiert keine exakte Losung.
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me
F=1 +1
1231/2 — F=1
\ AFyrs o
ir-B < AE
Y Hr-B<K HFS Fo
F=0
B=0 B#0
a) b)

Abbildung 2.79: Abb. 5.31ab (WD)

Beispiele:

e anharmonischer Oszillator
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tt
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Ms

+1/2
+1/2

+1/2
-1/2

—1/2
-1/2

~1/2
+1/2

e Wasserstoffatom im elektrischen Feld, ...

Der Ausweg hieraus sind Néherungsmethoden (Approximationsmethoden). Die Idee hierbei
ist, ,,moglichst nahe* an die wahren Grofen E und v heranzukommen. Dies ist sinnvoll, weil

Experimente ebenfalls eine endliche Prézision haben.

Ubersicht iiber die Néherungsmethoden:

1. Variationsmethoden (werden hier nicht besprochen, siche Ubung, weiterfithrende Vor-

lesungen, Literatur):

e Rayleigh-Ritz: Das |¢)) mit (¢ |H| ) = min ist Eigenzustand von H mit kleinstem

Eigenwert (Grundzustand).

e Hartree, Hartree-Fock,. ..

sl

2. Quasiklassische Néherung (hier ebenfalls nicht besprochen):
e Wigner-Kramers-Brillouin (WKB)

3. Storungstheorie (Kapitel 2.7, 2.8)

e zeitunabhéngige (=stationédre) Storungstheorie (2.7). H ist zeitunabhéngig, lose

die stationére Schrodingergleichung (2.277). Methoden:

— Rayleigh-Schrédinger:

* nicht-entartete Storungstheorie (2.7.1) fiir nicht entartete Eigenwerte von

Hy

* entartete Storungstheorie (2.7.2) fiir entartete Eigenwerte von Hy.

— Brillouin-Wigner (nicht besprochen)

e zeitabhéngige Storungstheorie:
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2.7 Stationdre Stérungsrechnung

Das Prinzip der Storungstheorie soll an folgendem Beispiel aus der Arithmetik verdeutlicht
werden: Was ist +/267

1 1 Taylor 1
V26 =+25+1=125 1+%:5,/1+% X 5<1+50>:5.1

(exakt ist die Losung 5.0990. . .).
Analogie in der Quantenmechanik:

H = HO + Hl, (2279)

wobei Hj exakt losbar (oder die Losung bekannt) ist, z.B. das Wasserstoffatom (Hy =
p?/2m + €2 /4negr) und Hy eine ,kleine® Stérung darstellt, z.B. das E-Feld (H; = —eEz).
(Vorsicht: manchmal heift H; auch V', obwohl dies nicht das volle Potential ist.)

2.7.1 Nicht entartete Stérungsrechnung
Suche die Losung von (2.277):

H|n) = E, |n), (2.280)

wobel
H=Hy+ H;. (2.281)

Es sei
Hy ’n(0)> = B ’n(0)> (2.282)

bereits gelost, d.h. E,(LO) und |n(0)> seien bekannt.
Annahme: Es gibt keine Entartung, d.h. es gilt E,(IO) #* Eﬁ,?) fiir n # m (z.B. beim harmoni-
schen Oszillator, Grundzustand des Wasserstoffatoms).

Idee: Wenn H; ,klein“ ist, dann weichen die exakten E,,, |n) nur leicht von E7(10) und ‘n(0)>
ab.
Schreibe formal:

H = Hy+ \H;, (2.283)

mit 0 < A < 1. Fiir A = 0 erhalten wir das ungestorte Problem und fiir A = 1 das zu lésende
(vgl. Abbildung 2.80). Am Ende setzen wir A = 1.
Wir entwickeln H und |n) in eine Reihe in A:

In) = ‘n(0)>+)\‘n(1)>+)\2‘n(2)>+... (2.284)
E,=E9 + X\EM + N2ED 4. (2.285)

Die Koeffizienten mit (0) stellen das ungestorte Problem bzw. die bekannte Losung dar,
(1) sind eine ,kleine Korrektur in 1. Ordnung Storungstheorie und (2) eine ,noch kleinere
Korrektur” in 2. Ordnung Storungstheorie.

Warnung: Die Konvergenz der Potenzreihe wird in der Physik oft nicht bewiesen, bzw. kann
nicht gezeigt werden.

Das Ziel ist nun die Bestimmung von |n(i)> und E,(f) fiir i > 1 (meistens reichen ¢ = 1,2).
Vorgehen:
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2 Quantenmechanik

entart. EW En

nicht entart. E
n
EW

Abbildung 2.80: Ubergang vom ungestorten
zum zu lésenden Problem

1. Beniitze, dass ‘n(0)> eine Orthonormalbasis bilden, d.h.
<n(0)‘ m(0)> = Onm-
Die Normierung von |n) kann frei gewéhlt werden. Zweckméfig ist
<n(0)‘ n> ~ 1. (2.286)
Daraus ergibt sich

1= <n(0)‘ n> (2.28) <n(0)‘ n(0)> + A <n(0)‘ n(1)> +...

fir alle A € [0, 1]. Wegen <n(0)’ n(0)> =1 folgt

<n(0)‘ n(i)> —0li=1,2,... (2.287)

d.h. alle Korrekturen sind orthogonal zu |n(0)>.

2. Bestimme ‘n(1)> , ‘n(2)> ,...und E,(LI), E,(f), ... durch Einsetzen von (2.284) und (2.285)
in die Schrédingergleichung (2.280) mit (2.283):

) (o) i) )
= (B9 + AED + REP 4. (|n0) + A [n0) 2 [n@) ) (2.288)

Koeffizientenvergleich ergibt

A0 H ‘n(0)> =EO ’n(0)> , (schon bekannt, (2.282))
A Hy ‘n(1)> +H, ‘n(0)> — EO ‘n(1)> +EW ’n(0)> , (2.289)
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2.7 Stationdre Stérungsrechnung

Fiir die Energien multipliziere (2.289) mit (n(®|:

(0) (1) (0) 0N — g0) [, 0),10) (1) { 0] 0
<n ‘Ho‘n >+<n ‘Hl‘n > K <n ’n >+En <n ’n >

—_——
=0 =1

Da Hj selbstadjungiert ist, konnen wir im ersten Term Hj auf }n(0)> anwenden und es
ergibt sich <n(0) ‘Ho‘ n(1)> = E;LO) <n(0)‘ n(1)> = 0. Damit gilt

EW = <n(°> ‘Hl‘ n(0)> . (2.290)

n

Dies ist die Korrektur der Energie in 1. Ordnung Stérungstheorie. Fiir die Zusténde
’ (1)> ilt
n'*) gi

M\ — (0) O], 2287 (0) O©],M\
) = 2| ) {m @ [n ) BT 3 i) (i)

=1

Multipliziere (2.289) mit <m(0)}, (m # n):

<m<o> ‘ Ho] n(1>> 4 <m<o> ’ Hl\ n<0)> — EO© <m<0>‘ n<1>> + EW <m(0>‘ n<o>> _

N————
EQ (m©|n() =0

Damit gilt

O |H|n®)
O], — !
(m ‘" )= EO _ O

Hier wurde verwendet, dass E,(lo) #+ Efr?) fiir n # m gilt. Damit erhalten wir

‘ > Z‘m > {Hl‘n 2| (2.201)

(0)
m#n Em

Korrekturen hoherer Ordnung ergeben sich rekursiv. Die Rekursionsvorschrift ergibt
sich aus (2.288) durch Multiplikation mit <n(0)‘ und Koeffizientenvergleich von A*:

EW — <n(0) ‘Hl‘ n(k_1)> . (2.292)

Beispiel: k& = 2:

\Hl| n(@) |2
~ O

B = (0| = 3 | {m

m#n

(2.293)

Fiir die Rekursionsverschrift fiir die Korrekturen ‘n(k)> der Zusténde siehe z.B. | ,
Seite 172].
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Anwendung: Stark-Effekt im Wasserstoffatom

Hamiltonoperator
2 o2
H = Ho+ Hy, mit Hy= — + ,Hi = —eFEz (E-Feld in z-Richtung).
2m  Amegr
Im Allgemeinen gilt fiir den Hamiltonoperator des E-Feldes H = —¢E - 7. Die Losungen

(0)

von Hy sind |nlm) mit Energie £’ . Das vom Proton erzeugte E-Feld beim Elektron, das
atomare F-Feld betrigt ungefdhr

Br _ 136eV

M x —5— ~2.7x 10" V™!
eap e x 0.5 x 10 m

E atomar ~

Elektrische Felder im Labor sind deutlich kleiner als das atomare Feld, sodass die Stérungs-
theorie anwendbar ist. Fiir die Matrixelemente gilt

(nlm |Hy| n'm/l') = —eE (nlm |2|n'U'm’).
Wegen [L, 2] = 0 folgt
0= (nim |[Lz, 2]| a'V'm’y = h(m — m’) (nlm | 2| 'Um")
Es ergeben sich die Auswahlregeln

1. Auswahlregel: m’ = m (sonst (...) =0), (2.204)
2. Auswahlregel: I’ =141 (aus Dipoliibergéingen). '

Fiir die Energieverschiebung des Grundzustands (n = 1,1 = 0,m = 0, nicht entartet, ohne
Spin) gilt

EY = (100 |z| 100) = 0, (2. Auswahlregel)

E(Q) QEQZ | k1(8|2’|100>)’
= Ly Ek

mit E(O) E(O)/k2 gilt

2 12 2
@ e Efap | (k10]z/ap||)
B = Z 1—1/k2

Die Summe ergibt eine konstante Zahl, sodass fiir die Korrektur gilt
E?) - Eio) = EF) x —E?

Dies ist der quadratische Stark-Effekt.
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2.7 Stationdre Stérungsrechnung

A Energie

E; ¢

E-Feld
Abbildung 2.81: quadratischer Stark-Effekt
2.7.2 Entartete Stérungsrechnung

Falls B = EQ fiir n # m gilt, werden die Nenner von (2.290) und (2.291) gleich Null und
die bisher besprochene Stérungstheorie ist ungiiltig.

Beispiel: Wasserstoffatom, n > 1 wegen n?-facher Entartung (ohne Spin).
Das Problem ist
()

E7(10) . E7(10)

— 00,

oo

wenn i

> und ‘n§0)> linear unabhéngige Eigenzustande von Hy zum entarteten Eigenwert
(0)
n

n”)

ET(LO) sind. Linearkombinationen der sind wieder Eigenvektoren von Hy zum Eigenwert

0 . . . .
ET(L ). Die Idee ist nun, eine neue Basis

dass <ﬁ£0) ’Hl‘ ﬁ§-0)> o di; gilt. Geht das? Jal
Vorgehen:

> aus Eigenvektoren von Hy zu ET(LO) so zu wahlen,

1. Diagonalisiere H; eingeschrinkt auf den Eigenraum zu Eflo). Dies ist gleichbedeutend
zur Diagonalisierung von H = Hy + H; auf dem g-dimensionalen Eigenraum &, zu

E,(LO) (g ist der Entartungsgrad):
Hlg, = EY 1y + Hilg, -

qug)ﬂg ist bereits diagonal (in beliebiger Basis). Wir miissen also das Problem auf dem
entarteten Eigenraum exakt 16sen.

Konkret: Sei

n§0)> (2.295)

g
mi) = cij
=1
die neue Basis von Eigenzustdnden in &,. Dann soll gelten

(i | Hy|m5) = ey (ni | Halmi) e
kil U
i

—~

UT)lj

|
= Z U (H)(UT); = E_1)0i;5.
Kl J
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Bemerkung: H; | g, 1st hermitesch, U ist unitér, d.h. U existiert immer, muss aber im
Allgemeinen durch Losen eines g-dimensionalen Eigenwertproblems ermittelt werden.
(1) =Eigenwert von Hy|g .
2. Storungstheorie wie fiir nicht entartete Eigenwerte. Fiir die Zustdnde 1. Ordnung Sto-
rungstheorie gilt
O %)

0

) = ) + Y ’m(0)> < , (2.296)
m#n

wobei mit |n;) entartete Eigenzustédnde ausgeschlossen sind. Fiir die Energien 2. Ord-

nung Storungstheorie gilt

Hl n

B = B9 + @ ) +Z ’ ’ )

(1) m7n

Anwendung: Stark-Effekt beim angeregten Wasserstoffatom

Betrachte den Zustand n = 2 beim Wasserstoffatom. Dann gibt es ¢ = n? = 4-fache Ent-
artung (ohne Spin): |nlm) = |200),|21 —1),|210),|211). Es gelten wieder die Auswahlre-
geln I = [ £ 1,m' = m. Damit sind nur |200) und |210) gekoppelt und man erhélt (mit
H) = —eE2z)

—eE (200 |z] 210) = —3apek,

mit dem Bohr-Radius ag. Das eingeschrankte Eigenwertproblem lautet

0 —3agel 0 0
Hl‘gz = —3aBeE 0 0 0
0 0 0 0

Dies ist effektiv ein zweidimensionales Problem. Die Eigenwerte sind
EY = 0,0,+3cEap, (2.297)
und die zugehorigen Eigenvektoren lauten

211),]21 — 1), (]200> +1(210)). (2.298)

Sl

Dies ist der lineare Stark-Effekt.

2.8 Quantenmechanische Zeitentwicklung

Ziel ist die Beschreibung zeitabhéngiger Stérungen, gegeben durch einen zeitabhidngigen Ha-
miltonoperator

H(t) = H() + Hl(t), (2299)
wobei Hy z.B. der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms ist und H;(t) die zeitabhéngige
Storung, die bei t = 0 eingeschaltet wird. Wenn bei t = 0 der Eigenzustand ‘n(0)> von Hy
vorliegt, was ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang in einen anderen Zustand
!m(0)> nach der Zeit t7
Um diese Frage zu beantworten, entwickeln wir zunéchst einen Formalismus zur Beschreibung
zeitabhangiger Phanomene.
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Energie
A

% (|200) — |210))
/ m=+1
E> [211),]21 — 1)

|200) + |210))

1
A

Energie
A

» E-Feld

Abbildung 2.82: linearer Stark-Effekt und Auf-
spaltung des Es-Energieniveaus

2.8.1 Schrodinger-Bild

Die zeitabhéngige Schrodingergleichung mit allgemeinem zeitabhédngigen H (t) lautet

) = H ), (2.300)
Anfangsbedingung: |U(ty)) . (2.301)

Wie ist der Zusammenhang zwischen |¥(¢p)) und |¥(¢))? Da (2.300) linear ist, muss auch
der Zusammenhang linear sein:

[W(t)) = U(t, to) [¥(to)) (2.302)

mit einem linearen Operator Ul(t,ty), der auch Propagator oder Zeitentwicklungsoperator
genannt wird. Wegen (U(t)|U(t)) = (U(to)| ¥(tg)) = 1 fiir alle ¢ folgt, dass U unitér ist,
d.h. UTU = UUT = 1. Aufierdem gilt

U(to, to) = 1. (2.303)
Setze (2.302) in (2.300) ein und erhalte
z'hgtU(t, to) = H(t)U(t,to) (2.304)
mit der ,Anfangsbedingung” (2.303). Fiir den Spezialfall, dass H zeitunabhéngig ist, gilt
Ut t0) = exp <—;(t _ to)H> | (2.305)
Der Erwartungswert einer Observable O berechnet sich im Schréodinger-Bild mit
(0) (t) = (¥(t) |O] ¥ () - (2.306)
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2.8.2 Heisenberg-Bild

(0) (1) = (W) [0 () “E (W(to) |U(t,0) OV (1, 10)| Wito) ) = (W(to) |04 ()] ¥(ko))

(2.307)

Im Heisenberg-Bild wird die Zeitabhéngigkeit der Wellenfunktionen in die Observablen ver-
schoben. Die Differentialgleichung fiir Operatoren im Heisenberg-Bild lautet

d dut dU 00
el t t }
dtOH() i —OU + UOdt +U atU

Der letzte Term entfillt, falls O nicht explizit zeitabhéngig ist (wie hier meistens). Einsetzen
in (2.304) ergibt

d 0
- (Ut TOH T
dtOH h(U oU +U'O U—i—UaU)
t t - t 190
UHUU OU-I—UOUUU +U§U
_1
i 00y
= H 9YH
h #O0g — OgHp) + T
in Kommutatorschreibweise
d 00n
— = H — . 2.
dtOH h[ u,0mn) + N (2.308)

Dies ist die Heisenberg-Gleichung (aquivalent zur Schrodingergleichung). Hier ist Hy(t) =
Ul(t,to) ' H(t)U(t,to) der Hamiltonoperator im Heisenberg-Bild.

2.8.3 Ehrenfest-Theorem

Vergleiche die Heisenberg-Gleichung mit den klassischen Bewegungsgleichungen (IK III, Ana-
lytische Mechanik):

d, of

{, } ist die Poisson-Klammer. Diese Gleichung sieht &hnlich aus wie (2.308), aber O (t) ist ein
Operator, f eine reelle Funktion. Wenn man den Erwartungswert von (2.308) nimmt, gelten
dann die klassischen Bewegungsgleichungen fiir die Erwartungswerte? Nein, denn sonst wére
die Quantenmechanik iiberfliissig! Das Ehrenfest-Theorem lautet

&0y =~ (O Hu)) + 2 On). (2.300)
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Beispiel: Sei H = p?/2m + V(7), Oy = 7, p. Dann gilt

dVv
p, H —ih—
D, H| = —i S (),
ih
[ 2] = —p,
(O, Hyl UTU‘QUTZE utlo, HlU
dVv -
o, H —th— (7
= [Py, Hu) = —i dr( H),
. ih
[Fa, Hy|l = —PH,
m
d 1
£<TH> = E@H%

d /s dv .
i () == (e )
Die letzten beiden Zeilen sind wie bei den Hamilton-Gleichungen. Setze ein:
dz /. dv -

Dies sieht aus wie das Newtonsche Gesetz, aber im Allgemeinen gilt

<(§;(%H)> £ %/ <<FH>> . (2.311)

Ausnahme: beim harmonischen Oszillator (V () oc r?)

2.8.4 Wechselwirkungsbild (Dirac-Bild)
Wir gehen zuriick zur Storungstheorie mit
H(t) = Hy + Hi(t),

wobei Hj ein zeitunabhéngiger Hamiltonoperator sei, dessen Losungen |n), E, bekannt sind
und Hi(t) eine kleine zeitabhéngige Storung mit Hy(t) = 0, falls ¢ < 0. Der Zustand vor
Einschalten der Storung (¢ < 0) sei der stationére Zustand

[#O1)) = exp <—zt€i> In),

d.h. Losung von ihd; |¥(t)) = Ho |¥(t)), (¢t < 0). Das zu 16sende Problem fiir ¢ > 0 lautet
Zﬁ* [W(t)) = (Ho + Ha(t)) [¥(2))
(2.312)
1%(0) ‘\p(m >: In).

Dieses Problem ist meist nicht exakt 16sbar, deshalb versuchen wir eine zeitabhingige Sto-
rungstheorie zu entwickeln. Idee: Auch bei ¢t > 0 kommt der grokte Beitrag in |U(t)) aus Ho.
Versuche, die Zeitabhéngigkeit wie im Heisenberg-Bild aus |¥(t)) abzutrennen:

W (8)) =: exp (—th) W (8)) . (2.313)
—_——

Uy (t,O)EUo (t)
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Umgekehrt lautet dies

wxwwzwwﬁwwwzme#?)ww.

Die Zeitentwicklung dieses Zustands im Wechselwirkungsbild ergibt sich durch

.0 f. L0
Z@ﬁwmﬂfg—J%UMmmm@»+wﬂom&mwm
1
2.312)[Uo,Hp]|=0
()@U}—%Wwwmm+%Wwﬁ+m@wwmwm

=1
= Uy (—Ho + Ho + H1(t))Uo |Wr(t)).

Insgesamt erfiillt |W(¢)) die Schrédingergleichung mit dem Stéroperator Hy r(t).

ihoy [V r(t)) = H () [r(1)) |

Fiir Operatoren O = Uptou, gilt

d 7 0
EOZ =7 [Ho,1,O1] + EOI )

d.h. die Dynamik der Operatoren wird durch Hy = Hp ; bestimmt.

2.8.5 Zeitabhangige Storungsrechnung
Zu l6sen ist das Problem

m%m@bHMM%W,

Uo(0)=1
[Ur(0)) "=

Methode: integriere (2.316) von 0 bis ¢:

0(0)).

() = 10 + 5 [t ) ).

Setze (2.318) in rechte Seite von sich selbst ein:

hMW=WMW+%f&ﬂanMW+mﬁﬂ
th Jo

(2.314)

(2.315)

(2.316)

(2.317)

(2.318)

(2.319)

Dies ist der Zustand in erster Ordnung Stérungstheorie (zeitabhéngig). Fiir ¢ < 0 prapariere
den Eigenzustand |i) von Hy: Hy |i) = E; |i). Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, das System
bei ¢ > 0 im Eigenzustand |f) von H; zu finden? Hy|f) = Ef|f) und (f[i) = 0. Im

Wechselwirkungsbild gilt

il =ew (T )l 01 = () 10,
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\ g(t1 E; — Ef)

~ 1\2/h2

7%
T F

2nt
h

~

Abbildung 2.83: g(t, E;Ey) fiir stufenformige Stérung

diese (globalen) Phasen fallen aber bei der Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit weg.
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang i — f betrigt

2
|2 (2319)

Pisp = [ (1))

Konkret: Wahle

t P
10+ 5 [ ates (< B (rmen

Hy(t) = {2}1 zig (2.320)
Dann gilt
1 2 Ez _E 2
Pisp= ﬁ| (f [Hali) fzm exp (—ithf> -1
Sin((Ei—Ef)t/2h) 2 2 A o
s p e 1 P =t m - Bl (23)

Fir ¢t — oo gilt g(t, E;, Ef) — 0(E; — E¢)2nt/h. Die physikalische Bedeutung ist, dass bei
Ubergéingen mit Hi(t) — const (t — 0o) die Energie erhalten bleiben muss (fiir ¢ — c0).

Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir ein (quasi-)kontinuierliches Spektrum von Endzustin-
den |f) ist

Piop=> g(t,Ei— Ep)| (f|Hul ) |?
f

Kontinuumslim ‘
w)/dEfpf(Ef)g(t, E; — Ep)| (f [Hil 1) [

t—oo 2Tl

S0 [ AB ) (By)S(E: — Ep)| (f [Hi) ™

mit der Zustandsdichte p;. Insgesamt also

2mt 9

Py = 7Pf(Ei)| (f [Hxld) |7 (2.322)
Da P;_,y o<t betrdgt die Ubergangsrate Ly
dF; 27 .
Ping = =gt = S pp(E)(f [H] ) | (2.323)
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A P/")f
¢ 3 @
|| /
OEf \\b //
AE; v rr (Ey)

Abbildung 2.84: Ubergangswahrscheinlichkeit und Zustandsdichte

Diese Beziehung wird auch als Fermis goldene Regel bezeichnet. Fiir eine oszillierende Sto-

rung
0, t <0,
Hi(t) =
Hiy cos(wt), t>0.

ergibt sich nach dhnlicher Rechnung

2T .
Doy = o0 | py(Bi o+ o)+ pg(Bi = hw) | [(f |Hi] ) 2| (2.324)

Absorption Emission

Bemerkungen:
1. Geltungsbereich von (2.323), (2.324):

2mh J-Niherung ; Kontinuumslimes 27h

AB, < < 55,
Fiir die Bezeichnungen siehe Abbildung 2.84.

2. Fiir Ubergiinge zwischen diskreten Energieniveaus mit (2.324) miissen wir eine endliche
Linienbreite annehmen: AE; = h/7 mit der Lebenszeit 7. Damit

E = Ef,
0, sonst.

Tip 2277 | (f |Hyld) |?

3. Beispiel: Wasserstoffatom, Ubergiinge zwischen i) = |1s0) und |f) = |[2pm) mit dem
Storungsoperator fiir eingestrahltes Licht, d.h. oszillierendes E-Feld,

H, = eFExcos(wt), t>0.
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2.9 Das Heliumatom

Abbildung 2.85: Skizze Heliumatom

Damit gilt fiir die Absorption

Ty = 207 E? | (2pm |2| 150) |2,

elektrischer Dipol

und fir die Emission

11p—>s = Fs—)p'

Die spontane Emission kommt hier nicht heraus, dafiir miissten wir das elektromagne-
tische Feld quantenmechanisch behandeln (Hohere Quantenmechanik).

2.9 Das Heliumatom

a) Schrodingergleichung

Bisher haben wir nur das Wasserstoffatom und gestrippte Ionen behandelt, bei denen wir
nur die Wechselwirkung zwischen einem Elektron und dem Kern zu betrachten hatten. Wir
hatten zunéchst alle Effekte, die mit dem Spin des Elektrons und des Kerns zu tun hatten,
hinten angestellt. Dies wollen wir zunéchst auch weiterhin tun!

Der Zustand des Heliumatoms wird durch (77, 7) beschrieben, héngt also von den beiden
Positionen der Elektronen ab (vgl. Abbildung 2.85). Wir betrachten die Schrodingergleichung
fiir dieses System. Dazu betrachten wir die Energien

2
e 2 2 1
E = — — _ —
pot 471‘50 <’I”1 + T9 7“12)

2

Exin = _ZU (A1(r1) + Ag(r2))

mit der effektiven Masse
mempg

da mg > me. Damit erhalten wir die Schrédingergleichung

K2 K2
_ A7 7)) —
o, 1 (71, 7%) -

AW (7, 7%) + Epot W (7, 7) = BV (71, 72).

Da Epot nicht mehr kugelsymmetrisch ist, kann man die Aufspaltung von ¥ in radiale und
azimutale Anteile (wie bei Wasserstoffatom) nicht mehr machen. Wir benétigen Naherungs-
verfahren zur Losung des Problems.
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Pel (€2) = —ig - U1s- €

Abbildung 2.86: verschmierte Ladung

b) Losungsansitze

1. Ndherung 719 > r1 = r9 wegen Abstofung zwischen den beiden Elektronen. Damit
verschwindet der Term 1/r13 in Epo und es tauchen die Variablen 7,7 als unabhéngige
Variablen auf. Wir setzen den Separationsansatz W (7, 72) = Wi (7)Wa(72) in die Schrodin-
gergleichung ein und erhalten

A ) - - 2 ) = B ()
80 (7) = e S () = B (7
K2 . ez 2 R .

- AgWy(73) — Wy (1) = ExWUy(i)

2me  Armegry
mit £ = E7 + E5. Dieses Problem ist identisch zum Wasserstoffatom bis auf Z = 2. Somit
erhélt man in dieser Ndherung fiir den Grundzustand des Heliumatoms (beide Elektronen in
n=1)

Ene = —27°Ep = —2-4-13.6eV = —108.8eV.

Man findet experimentell aber nur
Epe = —78.93€V,

um beide Elektronen zu entfernen, d.h. um aus He He?* zu machen. Dieser Ansatz ist somit
keine besonders gute Naherung.

2. Ndherung Wir betrachten das zweite Elektron als verschmierte Ladung um den Kern
herum. Dann schirmt diese Ladung die Kernladung teilweise ab (vgl. Abbildung 2.86). Dazu
fithren wir eine effektive Kernladungszahl Z.ge = (Z — S)e ein.

Angenommen, das zweite Elektron schirmt eine Kernladung vollstindig ab (S = 1), d.h.
Zege = (2 — 1)e = e, dann braucht man Fy = 13.6eV, um einfach ionisiertes He™ zu
erzeugen. Dann ist das erste Elektron weg und das zweite nicht mehr abgeschirmt, man
braucht also Z2FEy = 4Fy zur lonisation des zweiten Elektrons, also insgesamt

EHe = —EH - 4EH = —5EH = —67.5eV.

Diese Naherung ist schon besser. Mit Hilfe der gemessenen Ionisierungsenergie Ey, = 78.9eV
kann man eine effektive Kernladungszahl ausrechnen. Wir erhalten

Zo ~ 1.35

in diesem Modell. Man kann die Abschirmungseffekte ndherungsweise ausrechnen, indem
man fiir die Ladungsdichte des abschirmenden Elektrons

p= \Illsqf{se
die Wellenfunktion des 1s-Zustands benutzt.
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2.9 Das Heliumatom

3. Ndherung Symmetrie der Wellenfunktion. Wir betrachten (wie in N&herung 1) zwei
Elektronen e, eo ohne die Elektron-Elektron-Wechselwirkung. Dann erhalten wir den Sepa-

rationsansatz
W(r, ) = Wy (71) W () (2.325)

mit den Losungen
\Ill(nl, ll, ml) und \1/2(77,2, lg, mg).

Abkiirzend schreiben wir a fiir den Zustand nq,l1, m1 und b fiir den Zustand no, lo, mo. Wir
interessieren uns nun fiir die Wahrscheinlichkeit W (a, b), dass das Elektron e; im Zustand a
und e im Zustand b ist. Wir erhalten

W(a,b) = [W1(a)Wa(b)* = |Wg, [
und, falls beide Elektronen vertauscht sind
W(a,b) = [U1(0)¥a(a)|* = Vg |*.
Da aber beide Elektronen ununterscheidbar sind, muss gelten W (a,b) = W (a,b), d.h.

|\IJCILb|2 = |\Il££|2v

= 0l =l (2.326)

mit ¢ = 0,7, denn ein Zustand muss nach zweifacher Permutation wieder in sich selbst
iibergehen. Damit gilt

vl = 1wl (2.327)

Der Separationsansatz (2.325) erfiillt dies aber nicht, denn im Allgemeinen gilt
W1(a)V2(b) # Va(a)W1(b) fiir a # b.
Aber

Us = \I’l(a)‘ljg(b) + \I'Q(a)‘lll(b)
U =Wy (a)Wa(b) — Wa(a)Wy(b)

(a fur antisymmetrisch, s fir symmetrisch) erfiillen (2.327), denn Vertauschen der beiden
Elektronen (Indizes 1,2) ergibt

Ps — s
vt — —P?,

Daraus folgt, dass fiir beide Elektronen im gleichen Zustand (a) gilt
P = \Ill(a)\Ilg(a) — llll(a)\Ilg(a) =0.

Dieser Zustand existiert nicht, sodass zwei Elektronen im gleichen Zustand symmetrische
Wellenfunktionen haben. Diese Konsequenz folgt aus reinen Symmetrieiiberlegungen, ohne
Annahmen iiber einen speziellen Hamiltonoperator.
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Ms = +1 M = —1
S =1 (Triplett-Zustand)

S

—>—>

’é‘:\@-h

Abbildung 2.87: Triplettzustand: Abb 6.4a

c) Effekt des Elektronenspins

Die beiden Einstellmoglichkeiten des Elektronenspins (s = 1/2) werden durch Spinfunktionen
X und x~ beschrieben (fiir ms = +1/2, ms = —1/2). Dann gilt fiir die Spinwellenfunkton
des Heliumatoms mit parallelen Spins beider Elektronen:

x1=x"(1)x"(2) X2 =x"(1)x~(2)
beide Spins up beide Spins down
Mg, + Mgy = Mg =+1 mg, +m,, = Mg =—1

x1 und xo sind symmetrisch gegen Vertauschen der beiden Elektronen 1 <> 2. Die symme-
trische Wellenfunktion des Heliumatoms mit antiparallelen Spins der Elektronen lautet

X5 =x"(Mx~(2) +xT(2)x (1)

mit Mg = 0. Die beiden Zustéinde x*(1)x~(2) und x*(2)x~ (1) miissen identisch sein, wegen
der Ununterscheidbarkeit der Elektronen (¢ = 0 in Gleichung (2.326)). Sie haben also die
gleiche Phase ®. Diese drei Zustéande des Heliums sind also durch § =1 = s1 + s9 mit Mg =
0, +1 beschrieben, den man auch insgesamt Triplett-Zustand nennt (vgl. Abbildung 2.87). Die
antisymmetrische Wellenfunktion des Heliumatoms mit antiparallelen Spins der Elektronen
lautet
X5 =x"(1)x(2) = x"2)x (1)

Dieser Zustand hat ¢ = 7 und S = 0 und heifst Singulett-Zustand (vgl. Abbildung 2.88).
Insgesamt ist die Wellenfunktion des He-Atoms also gegeben durch

U = \Ilab(nla l17 mp,,n2, l27 le)XSpin(S7 MS)

Pauli-Prinzip

Das Pauliprinzip folgt rein empirisch aus vielen Beobachtungen, z.B. aus Atomspektren oder
elektronischen Eigenschaften von Festkorpern. Es bestimmt u.a. auch die Zusténde von Pro-
tonen und Neutronen im Atomkern und gilt allgemein fiir alle Teilchen mit halbzahligem
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2.9 Das Heliumatom

S = 0 (Singulett-Zustand)

Spin (Fermionen)).

Formulierungen des Pauli-Prinzips:

Abbildung 2.88: Singulett-Zustand: Abb. 6.4b

e Es gibt nur Atomzusténde, die antisymmetrisch gegen Vertauschen zweier Elektronen

sind.

e Die Gesamtwellenfunktion W ist immer antisymmetrisch gegen Vertauschen von zwei
Elektronen.

e Ein Zustand (n,l, m;, ms) kann nur von einem Elektron besetzt sein.

Bemerkung: Da zwei Elektronen im gleichen Zustand symmetrisches ¥, = W*® haben, muss
wegen des Pauli-Prinzips xgpin antisymmetrisch sein. (Spins ,up”“ und ,down*).
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n=1;1=0;m=0

§1ZT l §22 _)22

Ms=0 2N
erlaubt Verboten! Abbildung 2.89: Abb. 6.6 Der Grundzustand
von He ist 1.5y, also ein Singulettzustand
mi, — 0 0 1 1 1
Elektronenspin
im Zustand —_ l T T l T l
n=2
+
Elektronenspin
im Zustand T l T T T l T l
n=1
Kopplung der e o e o °
Drehimpulse
S$=0,L=0 §$=0,L=0 S=1,L=0 S=1,L=1
Gesamtdrehimpuls J=0 J=0 J=1 J=2 J=0 J=1
Zustand 118 2's, 23s, 23p, 23Pg 2P,

Abbildung 2.90: Tabelle/Abbildung 6.7 angeregte Zustéinde des Heliumatoms fiir ny = 1,
lo=0,my, =0, m,, =+£1/2

2.9.1 Termschema des Heliumatoms

Mit Hilfe des Pauliprinzips kénnen wir das Termschema des He-Atoms verstehen. Der Grund-
zustand ist ny =ng =n =1, d.h. {; =l = 0 und m;; = my, = 0. Somit ist ¥ symmetrisch.
Nach dem Pauliprinzip gilt ms, = 1/2, ms, = —1/2, x ist antisymmetrisch. Damit gilt
S =1+ s9 =0, Ms =0, Singulettzustand (vgl. Abbildung 2.89). Der Zustand mit symme-
trischer Spinwellenfunktion (parallelen Spins) ist wegen Pauli verboten.
Mit der Nomenklatur

n2S+r

ergibt sich in unserem Fall fiir den Grundzustand also
1'Sp.

N.B. Grofe Buchstaben geben an, dass mehrere Elektronen betrachtet werden.
Grundzustand und niedrigste angeregte Zustédnde des Heliumatoms sind in Tabelle 2.90 zu-
sammengestellt. Bis auf den Grundzustand (nur Singulettzustand) konnen die Zusténde ent-
weder als Singulett- oder Triplettzustdnde vorkommen.

Die Triplett-Zustédnde S = 1 spalten fiir L > 0 wegen der Spin-Bahn-Kopplung in drei Linien
auf (vgl. Abbildung 2.91). Insgesamt ergibt sich das Termschema wie in Abbildung 2.92
gezeichnet.
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3PO

¥ ___ BP
0,078cm™! 3P; Abbildung 2.91: Abb. 6.8 Feinstruktur Helium.

233, T Der 23P-Zustand spaltet in drei Zustdnde auf,
mit J =0, J=1und J =2
Singulett Triplett
's ' D 'F %S 3 3p 3IF
24,59 -~/ -7/ ~°° 77 "7 7T TTT 7o
eV | m—m — — = = =
23,67 l . — — — = = ==
4's ,
22.92f — 1 — 3D = =
3's 3P -
— 2P
= 23p
20,62 — 2's
19,82 | -mmmmmmmmmm e — o35
S
ot —11s

Abbildung 2.92: Abb. 6.9 Termschema Helium

Bemerkung: Ahnlich wie beim H-Atom beobachtet man eine Zunahme der Energieniveaus
mit n, aber verschoben zu hoheren Energien wegen Z = 2.

Bemerkung: Die leichte Zunahme der Energieniveaus mit zunehmendem L wird im folgenden
Abschnitt erklart.

Bemerkung: Das Singulettsystem ist vom Triplettsystem getrennt zu sehen. Wegen der op-
tischen Auswahlregel AS = 0 gibt es keine optischen Singulett-Triplett-Uberginge.

Bemerkung: Die Energieverschiebungen des Triplettsystems beziiglich des Singulettsystems
beruhen auf dem Pauli-Prinzip: Die Triplett-Zustdnde haben symmetrische Spinfunktionen,
daher antisymmetrische Ortsfunktion, d.h. die Orbitale ,stofsen sich ab“, die Wechselwir-
kungsenergie zwischen den beiden Elektronen ist kleiner, was zur Absenkung der S = 1
Niveaus fiihrt (,,Austauschwechselwirkung®).
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\ Pel
1071
pel (N = 1) im 'Sp-Zustand
5 (2 Elektronen)
, 1 2 3 r/(a0/2)
A Pel
104 Pel (n = 2)
(8 Elektronen)
5 B

>

1 2 3 4 5 6 7 8 /(a2

\ Pel
201
pel (N =3)
157 (18 Elektronen)
107
57 Abbildung 2.93: Radialverteilung der Elektro-
5 10 15 '/ (@ /2) nendichte bei voll besetzten Schalen mit n =

1,2,3 (nach | , Abb. 6.12, Seite 199])

2.10 Aufbau groBerer Atome

2.10.1 Periodensystem

Regeln zur Anordnung der Elektronen in den verschiedenen Zusténden:
1. Pauli-Prinzip gilt immer
2. Energie sei minimal fiir den Grundzustand.

Fiir jedes [ gibt es 2 + 1 Ortswellenfunktionen und fiir jede Ortswellenfunktion zwei Spin-
zusténde, d.h. die Gesamtzahl der Zustdnde mit Hauptquantenzahl n ist

n—1

2> (2 +1) =20

=0

Die mittlere Ladungsdichteverteilung fiir alle Orbitale mit gegebenem n
Pel = e|¢n|2 = GZZ ‘\Ilnlm|2
L my

ist kugelsymmetrisch (kann man zeigen). Die Abbildung 2.93 zeigt die radiale Verteilung
von pe fiir n = 1,2, 3. Es erkennt eine Schalenstruktur mit 2n? Elektronen pro Schale. Die
radiale Ausdehnung der Schalen nimmt mit zunehmendem n zu. Auferdem ergeben sich
Unterschalen wie in Abbildung 2.94, da plel explizit von [ abhéngt.

Das Auffiillen der Schalen mit Elektronen erfolgt mit den Eingangs erwdhnten Regeln nach
Schema 2.95.

Bemerkungen:
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5
4
3
2
1 n=1,1=0
0 . >
a4 5 10
2] 2,/=0
0 f £ T >
~ 34 5 10 15
©
N 2] n=2/=1
— 11
= 0 T >
< 44 5 10 15
[\
~ 27
“ I7=3,/=O
1-&@M’
0
34 5 10 15 20 25
2] n=31=1
N s
0 . 4 . . .
34 5 10 15 20 25
27 ne3 /-2 Abbildung 2.94: Radialverteilung der Aufent-
17 m ’ haltswahrscheinlichkeit eines Elektrons in der
0 T T T T T . . ‘L
5 10 15 20 o8 Kugelschale zwischen r und r + dr fiir versch.le
dene Werte (n,1) (nach | , Abb. 6.13, Seite
r/(ao/Z)
200])
S p S P
L [ [ ] [ [ |
KL H [ He
s p s p s p s p s p s p s p s p
SRR NIRRT NDNNENnangnnnagmmnmm
KL L M e WM 8 M ¢ M N o UMW F IH Ne

Abbildung 2.95: Aufbau der Elektronenkonfigurationen fiir die Grundzustédnde der zehn leich-

testen Elemente (nach |

, Abb. 6.14, Seite 201])

e Bis zum Bor-Atom lauft alles genau nach dem Prinzip, da® jedes (n,],m) mit je einem
Spin up und dann einem Spin down (oder umgekehrt) besetzt wird; so nimmt die

Energie des Grundzustandes stetig zu.

e Beim C-Atom ergeben sich zwei parallele Spins in verschiedenen p-Orbitalen (anstatt
zwei antiparallele Spins im gleichen p-Orbital) auf grund der Tatsache, dass 11 den
Abstand zwischen den beiden Elektronen vergrofert (wie beim Helium bei den Tri-
plettzustianden). Der gleiche Effekt fiihrt zu 3 parallelen Spins in den 3 p-Orbitalen im
N-Atom. Es ergibt sich die Hundsche Regel:
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Schale KL M N ‘ Schale KL M N (@)
/ Element 152s2p3s3p3dis 7 Element 15252p3s3p3d4sdp4d>5s
1 H Wasserstoff 1 25 Mn Mangan 2262652
2 He Helium 2 26 Fe Eisen 226 266 2
3 Li Lithium 21 27 Co Kobalt 2262672
4 Be Beryllium 2 2 28 Ni  Nickel 22626 82
5 B Bor 221 29 Cu Kupfer 22626101
6 C Kohlenstoff 2 2 2 30 Zn Zink 226 2 610 2
7 N Stickstoff 2 2 3 31 Ga Gallium 2262610 21
8 O Sauerstoff 2 2 4 32 Ge Germanium 2 2 6 2 610 2 2
9 F Fluour 2 25 33 As  Arsen 2262610 2 3
10 Ne Neon 226 34 Se  Selen 2262610 2 4
11 Na Natrium 2261 35 Br Brom 226 2610 2 5
12 Mg Magnesium 2 2 6 2 36 Kr Krypton 2262610 26
13 Al Aluminium 2 2 6 2 1 37 Rb Rubidium 2 2 6 2 610 2 6 1
14 Si Silizium 226 2 2 38 Sr Strontium 2 2 6 2 610 2 6 2
15 P Phosphor 2 2 6 2 3 39 Y Yttrium 226261026 12
16 S Schwefel 226 2 4 40 Zr  Zirkonium 2 2 6 2 610 2 6 2 2
17 Cl  Chlor 22625 41 Nb Niob 226261026 41
18 Ar  Argon 22626 42 Mb DMolybdén 2 2 6 2 610 2 6 5 1
19 K Kalium 226 26 1 43 Tc  Technetium 2 2 6 2 610 2 6 6 1
20 Ca Calcium 22626 2| 44 Ru Ruthenium 2 2 6 2 610 2 6 7 1
21 Sc¢  Scandium 2 2 6 2 6 1 2| 45 Rh Rhodium 226261026 81
22 Ti Titan 22626 22| 46 Pd Palladium 2 2 6 2 610 2 610
23V Vanadium 2 2 6 2 6 3 2| 47 Ag Silber 2262610 2 610 1
24 Cr Chrom 2262651 48 Cd Cadmium 226 2 610 2 610 2
Tabelle 2.7: Elektronenanordnung der Elemente im Grundzustand (aus | , Tabelle 6.2,

Seite 204])
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Hundsche Regel: Im Grundzustand hat die Gesamtspinquantenzahl S einen
Mazimalwert, kompatibel mit dem Pauli- Prinzip.

Die zweite Schale n = 2 ist bei Neon gefiillt. Hier ist S =0,L =>"1; =0

Ab Z = 11 (Natrium) bis Z = 18 (Argon) wird die dritte Schale aufgebaut (siehe
Tabelle 2.7,2.8 fiir weiteren Aufbau héherer Schalen).

Die Schalenstruktur ist auch in den Atomvolumina (Abbildung 2.96) und Ionisierungs-
energien ersichtlich. (Abbildung 2.97). Edelgase sind wegen ihrer geschlossenen Schalen

besonders stabil.

So ergibt sich eine natdirliche physikalische Erklarung des Periodensystems, das den
Chemikern langstens bekannt war. Chemisch &hnliche Elemente sind in Gruppen (I-
VIII) zusammengefasst. Bei ihnen sind die Anzahlen der Elektronen der &ufseren Scha-
len identisch (diese machen die Chemie, d.h. molekulare Bindungen, etc.), nicht aber

die Anzahl der Schalen (n).

Jede neue Periode bedeutet den Anfang einer neuen Schale (n).



2.10 Aufbau grofserer Atome

Schale N O P | Schale N O P Q
Z Element 4f 5s5p 5d b6s Z Element 4f 5s5pbd5f 6s6p6dTs
49 In Indium 21 77 Ir Irdium 14 2 6 7 2

50 Sn Zinn 2 2 78 Pt Platin 14 2 6 9 1

51 Sb  Antimon 2 3 79 Au Gold 14 2 610 1

52 Te  Tellur 2 4 80 Hg  Quecksilber 14 2 610 2

53 1 Tod 2 5 81 TI Thallium 14 2 610 21

54 Xe  Xenon 2 6 82 Pb Blei 14 2 610 2 2

55 Cs  Céasium 2 6 1 83 Bi Bismut 14 2 610 2 3

56 Ba  Barium 2 6 2 84 Po  Polonium 14 2 610 2 4

57 La  Lanthan 2612 85 At  Astat 14 2 610 25

58 Ce Cer 2 26 2 8 Rn Radon 14 2 610 2 6

59 Pr Praseodym 3 2 6 2 87 Fr Francium 14 2 610 2 6 1
60 Nd Neodym 426 2 88 Ra Radium 14 2 610 26 2
61 Pm Promethium 5 2 6 2 89 Ac  Actinium 14 2 610 26 1 2
62 Sm Samarium 6 2 6 2 90 Th  Thorium 14 2 610 26 2 2
63 Eu FEuropium 726 2 91 Pa  Protactinium 14 2 610 2 2 6 1 2
64 Gd Gadolinium 7 2 6 1 2 92 U Uran 14 2 610 3 2 6 1 2
65 Tb  Terbium 926 2 93 Np Neptunium 14 2 610 5 2 6 2
66 Dy Dysprosium 10 2 6 2 94 Pu  Plutonium 14 2 610 6 2 6 2
67 Ho  Holmium 11 2 6 2 95 Am Americium 14 2 610 7 2 6 2
68 Er Erbium 12 2 6 2 96 Cm Curium 14 2 610 7 2 6 1 2
69 Tm Thulium 13 2 6 2 97 Bk  Berkelium 14 2 610 8 2 6 1 2
70 Yb Ytterbium 14 2 6 2 98 Cf  Californium 14 2 61010 2 6 2
71 Lu Lutetium 14 2 6 1 2 99 Es Einsteinium 14 2 61011 2 6 2
72 Hf Hafnium 14 2 6 2 2 100 Fm  Fermium 14 2 61012 2 6 2
73 Ta  Tantal 14 2 6 3 2 101 Md Mendelevium 14 2 61013 2 6 2
74 W  Wolfram 14 2 6 4 2| 102 No Nobelium 14 2 61014 2 6 2
75 Re  Rhenium 14 2 6 5 2 103 Lr Lawrencium 14 2 61014 2 6 1 2
76 Os  Osmium 14 2 6 6 2 104 Rf  Rutherfordium 14 2 61014 2 6 2 2

Tabelle 2.8: Elektronenanordnung der Elemente im Grundzustand (Fortsetzung) (aus | ,
Tabelle 6.2, Seite 205])

105 s
SEQO Rb
o 75
Ay K
EGO I ‘

Eu s
245 v
g Li Na} \ } Yb P
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0 10 20 30 40 50 60 70 80Z = Appildung 2.96: Abb. 6.16, Atomvolumina

2.10.2 Aufhebung der [-Entartung in den Spektren der Alkali-Atome

Bei Wasserstoffatom oder gestripten Ionen (mit nur einem Elektron, aber einer Kernladung
Z > 1) sind die Energieniveaus durch drei Quantenzahlen n, [, m gegeben (Spineffekte aufen
vor gelasssen!), und die Energie E,, hingt nur von n ab. (Zustdnde mit verschiedenen I,
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0

0 10 20 30 40 50 60 70 80—>2 Abbildung 2.97: Abb. 6.17, Ionisierungsenergie

m sind entartet). Jetzt diskutieren wir die Authebung der Entartung durch mehrere Elek-
tronen. Die Verschiebung der Energieniveaus ist komplex, da jetzt die Wechselwirkung aller
Elektronen untereinander und mit dem Kern beriicksichtigt werden miissen. Trotzdem gibt es
éinfache” Situationen, da die Elektronenkonfigurationen die oben diskutierte Schalenstruktur
aufweisen, die auf dem Pauli-Prinzip beruht. Schalen sind abgeschlossen, wenn das néchste
einzusetzende Elektron das S-Niveau der nédchsten Hauptquantenzahl n besetzt. Dies sind
die Alkalimetalle, erkenntlich an ihrer kleinen Ionisierungsarbeit (vgl. Tabelle 2.9).

In Abbildung 2.98 stellt man fest, dass bei den Alkalimetallen Elektronen mit kleinem [
starker gebunden sind als solche mit héherem [. Dies erklart sich durch die Abschirmung des
Coulombpotentials des Kerns durch die inneren Elektronen. Ein dufteres Elektron (der Alka-
limetalle) sieht bei grofen Abstédnden r ein durch Z — 1 Ladungen effektives abgeschirmtes
Potential V(r) ~ —e?/r wie in Abbildung 2.99.

Innen, bei ganz kleinen r, gibt es diese Abschirmung durch die Z—1 anderen Elektronen nicht
und es gilt V(r) ~ —Ze?/r. Dazwischen verliuft V(r) entlang der gestrichelten Kurve, also
nicht wie ~ 1/r. Die l-Entartung beim H-Atom ergab sich aus V(r) ~ L. Diese ist also jetzt
aufgehoben. Im Sommerfeldbild (der Ellipsenbahnen) Abbildung 2.100 wird das besonders
anschaulich. Bahnen mit groferem [ sind naher an kreisformig (fettere Ellipsen), haben klei-
nere Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Kernnéhe (ersichtlich auch aus Wasserstofforbitalen),
sind daher schwécher gebunden. s-Elektronen (Drehimpuls 0) kommen dem Kern am néchs-
ten und sind daher am meisten zu negativen Energien verschoben (Abbildung 2.98). Man
kann die Energieniveaus der Alkalimetalle durch effektive Hauptquantenzahlen beschreiben

1 1
E,;=—Ryhc— =—Ryh .
! Ry Cngﬂ Ry c(n — An(n,1))?

Beispiel: In Abbildung 2.101 ist das Lithiumatom und das Wasserstoffatom gezeichnet. Die
Werte fiir An(n, () fiir Natrium finden sich in Tabelle 2.10. Dies sind empirische Zahlenwerte!

2.10.3 Kopplung der Drehimpulse der Elektronen

Bei einem Atom mit mehreren Elektronen gibt es zum einen die Coulombwechselwirkung zwi-
schen Elektron und Kern sowie zwischen den Elektronen und zum anderen die magnetische
Wechselwirkung [ 3, die zur Feinstrukturaufspaltung fiihrt. Bei einem Elektron (Wasser-
stoffatom) war s = 1/2, sodass sich eine Feinstrukturaufspaltung in zwei Niveaus fiir [ > 1
ergab. Bei mehreren Elektronen kann der Gesamtspin S > 1/2 und der Gesamtbahndrehim-
puls L > 1 sein, daher finden wir eine Feinstrukturaufspaltung in mehr als zwei Niveaus
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Element Ionisierungsarbeit in eV fiir den Ubergang

vom neutralen vom einfach zum vom zweifach vom dreifach
Atom zum zweifach zum dreifach zum vierfach
einfach

geladenen positiven Ion

TH 13,59 — — —
’He 24,5 54,1 — —
3Li 5,4 75 122 —
‘Be 9,3 18,2 154 217
°B 8,3 25,1 38 259
6C 11,3 24,5 48 64,5
N 14,6 29,6 47 77.4
80 13,6 35,2 55 77,4
F 17,4 34,9 62,7 87,3
10Ne 21,6 41 63,9 96,4
HNa, 5,14 47,3 71,7 98,9
2Mg 7,64 15 80,2 109,3
13A] 5,97 18,8 28,5 120
14gj 8,15 16,4 33,5 44,9
15p 10,9 19,7 30,2 51,4
1655 10,4 23,4 35,1 47,1
17¢1 12,9 23,7 39,9 53,5
18Ay 15,8 27,5 40,7 ca. 61
K 4,3 31,7 45,5 60,6
20Ca 6,1 11,9 51 67

Tabelle 2.9: Beispiele fiir lonisierungsarbeiten der Elemente mit Z = 1 bis Z = 20. Edelgaskon-
figurationen haben groke Werte 2He = 24.5¢V, °Ne = 21.6eV, ®Ar = 15.8eV, Alkalimetalle

viel kleinere Werte 3Li = 5.4eV, 1'Na = 5.1eV, YK = 4.3eV, aus | , Seite 178, Tabelle
11.1]
Term n=3 4 5 6 7 8
I=0 s 1,373 1,357 1,352 1,349 1,348 1,351
1 »p 0,883 0,867 0,862 0,859 0,858 0,857
2 d 0,010 0,011 0,013 0,011 0,009 0,013
3 f — 0,000 -0,001 -0,008 —-0,012 —-0,015

Tabelle 2.10: effektive Hauptquantenzahl fiir Na aus | , Tabelle 11.2, Seite 181]

(,Multipletts). Dier Anzahl der Niveaus und die Energieverschiebung héngt davon ab, wie
die einzelnen Drehimpulse koppeln. (Dies hangt von der jeweiligen Kopplungsstérke ab). Wir
betrachten die folgenden Kopplungsenergien

Wi, = aijl_; . l_; Bahn-Bahnmomente verschiedener Elektronen

Wsis; = b;j5; - 55 Spin-Spinmomente verschiedener Elektronen

Wis, = c“l_; - 8 Kopplung des Spins und Bahndrehimpulses eines jeden Elektrons
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Abbildung 2.98: Abbildung 11.1 Vergleich der Niveaus fiir Alkaliatome und des Wasserstof-
fatoms. Man sieht aufgehobene [-Entartung. Elektronen mit kleinen [ sind stérker gebunden.

a) L - S-Kopplung

Falls W, ~ W5, > W, dann koppeln alle I; zu L und alle s; zu S, dh.

~

L=>I |L| = \/L(L + 1)h,
S=>"5 15| = \/S(S + 1)k,
J=L+S 1J| =/ J(J +1)h.

Gesamtbahndrehimpuls L und Gesamtspin S sind wohldefiniert und koppeln zum Gesamt-
drehimpuls J zusammen, der erhalten ist. J ist die gute Qquantenzahl, die fiir S > L die
folgenden 2L + 1 Werte annehmen kann: J = S+ L, S+ L —1,..5 — L. Entsprechend gibt es
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V()

Abbildung 2.99: unabgeschirmtes Potential
—Ze? /r, abgeschirmtes Potential —e?/r und ef-
fektives Potential Veg(r) eines Elektrons

Abbildung 2.100: Sommerfeldbild

fir L >S5 25+1Werte J =L+S5,L+S5—1,....L— 5. Damit gilt fiir die Energieaufspaltung

Ej=En,L,S)+cL-S
2
:E(n,L,S)+c% (J(J+1) = L(L+1)— S(S+1)).

Insgesamt ergibt sich eine Mulitplettstruktur von eng benachbarten Linien mit J = Jyin,. .. ,J =
Jmax, deren Energien Ej . .... . E;  weniger auseinanderliegen als Ey, — Er41, bzw. Eg —
Egiq.
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Abbildung 2.101: Abbildung 11.5, Lithiumatom vs. Wasserstoffatom

Die Termbezeichnung lautet jetzt

n25+1LJ

mit der Quantenzahl n des hochsten besetzten Zustandes, dem Gesamtspin S (= 0,1 fiir
zwei Elektronen, = 1/2,3/2 fiir drei Elektronen, ...) dem Gesamtbahndrehimpuls L (S fir
L=0,Pfir L=1,D fir L =2,...) und dem Gesamtdrehimpuls des Atoms J.
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2S1,2 2Py5 2Py 15 2Dy/0, 572 %Fs/2, 7/2

12677,6 | 10
6160,73 ’ 18459,5
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- 30
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Abbildung 2.102: Termschema fiir Natriumatom

1. Beispiel: Siehe Abbildung 2.103 fiir L = 2, S = 1. Dort betrégt die Energieaufspaltung

h2
AFErg = c? (J(J+1)—-28)
2ch?, J =3
=< —ch?, J=2,
—3ch?, J=1.

2. Beispiel: Abbildung 2.104 zeigt die Elektronenkonfigurationen 1s2,2s%, 2p? fiir ein an-
geregtes Elektron beim Stickstoff. Die Zahlen hinter dem Drehimpuls bedeuten die
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Abbildung 2.103: Abb. 6.24a,b
Dublett ~ S=1/2 Quartett S§=3/2
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(2p)%(nd) (np) (nd) (np) (nd) (np) [ (np) (nd) (np) (nd) (nd)
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(1522322p3) 483/2

Abbildung 2.104: Abb. 6.25, Abb.17.4: Elektronenkonfiguration/Termschema Stickstoff
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Anzahl der Elektronen in diesem Zustand, z.B. s? bedeutet 2 s-Elektronen.

Die beiden 1s und 2s Elektronen bilden abgeschlossene Schalen mit Spin S = 0 und
L = 0, daher sind sie fiir die Feinstruktur irrelevant. Allgemein muss nur die letzte
noch nicht ganz gefiillte Schale betrachtet werden! In diesem Beispiel also 2p3 mit
drei Elektronen. Wir betrachten nur S = 3/2, also s1 1, s2 1, s3 1. Der Zustand lautet
24530, wegen L =0 (— 5), S = 3/2 (= 2s+1 =2:(3/2)+1=4)und J = L+5 = 3/2.
Wegen L = 0 ergibt sich keine L. §—Aufspaltung. Ebenso gibt es die Zustinde 3%S; /25
44839, ..

Beispiel: (zu Abbildung 2.105) Wir betrachten zwei Elektronen mit Zustand (nip)’(ned)’,
dh.li =1l =2=L=3,2,1und s; =1/2,s9 =1/2 =5 =0, 1. Die Gesamtenergie
ist Fq 4+ Eo, d.h. die Summe der Einteilchenenergien, solange die Wechselwirkungen
bzw. Kopplungen vernachlissigt werden. Aus dem Pauliprinzip folgt fiir S = 0 muss
Wt symmetrisch sein und fiir S = 1 muss V¢ antisymmetrisch sein, d.h. verschiedene
die Energien fiir S = 0 und S = 1 sind verschieden. Da das Potential nicht Kugelsym-
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Niveau-
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Abbildung 2.105: Abb. 6.27: zwei Elektronen mit Zustand (n1,p)’ (n2d)’

-
muz 1/2

[-§ < i Abbildung 2.106: Abb. 6.30 Beispiel fiir Uber-
gang von L-Szu jj-Kopplung

metrisch ist, glbt es kelne L- Entartung wegen der unterschiedlichen Abschirmung fiir
verschiedene L (L = =11 +15 , L=1,23fiirl; =1,ls = 2).

Bemerkung: Die L- g—Kopplung funktioniert vor allem fiir kleine Z, weil in AEg die Kon-
stante ¢ ~ Z*/n3 lautet, d.h. kleine Aufspaltung bei kleinem Z im Vergleich zur Aufspaltung
bei verschiedenen L.

b) j-j-Kopplung

Fir Wi,s; > Wiy, und Wy, 5, > W, koppeln [; und s; fiir jedes Elektron zusammen, d.h.
j; = l_; + §;. Damit gilt J = sz;, L und S sind nicht mehr definiert, d.h. keine S, P, D-
Zusténde, keine Singuletts, Dubletts, Triplett, etc. Dieser Fall tritt hauptséchlich bei grofsem
Z auf. Dann sind die Zustédnde (komplex) vermischt.

Abbildung 2.106 zeigt ein Beispiel fiir den Ubergang von L. g—Kopplung auf jj-Kopplung

mit zunehmendem Z.
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L 5 my, my, Mg, ms, Mg My Term
0 0 0 0 +1/2 —1/2 0 0 1So
1 0 0 -1 +1/2 —-1/2 0 0 3P
+1 -1 +1/2 +1/2 +1 +1
1 1 +1 0 -1/2 -1/2 -1 0 3P
+1 -1 -1/2 —1/2 -1 -1
+1 0 +1/2 +1/2 +1 42
+1 -1 +1/2 +1/2 +1 +1
11 0 0 +1/2 -1/2 0 0 3P
+1 -1 -1/2 -1/2 0 -1
0o -1 -1/2 —-1/2 -1 =2
+1  +1 +1/2 —1/2 0 42
+1 0 +1/2 -1/2 0 +1
2 0 1 -1 +1/2 -1/2 0 0 D
0 -1 +1/2 -1/2 0 -1
-1 -1 +1/2 -1/2 0 -2

Tabelle 2.11: Die mdglichen 15 Zustéinde der np?-Konfiguration mit n; = n, aus [ ,
Tabelle 6.7, Seite 218]

Elektronen Spinquantenzahl m Multiplizitat
1 ms=1/2 Dublett

2 Mg, = +%, Mg, = —1—% = 9 =1 Triplett

2 ms, = +3, Mg, = —3 = S =0 Singulett

3 +i+l-1=5=1 Dublett

3 +i+l+l=9=3 Quartett

4 +3, 43, —3—3=5=0 Singulett

4 +5 i 43— =>85=1 Triplett

4 _1_57 _1_%, +%,—|—% =95=2 Quintett

Tabelle 2.12: Gesamtspin und Multiplizitdt von Zustdnden mit unterschiedlicher Anzahl der

Valenzelektronen (nach |

Schlussfolgerung

, Tabelle 6.8, Seite 218])

Gefiillte Schalen haben S = 0, L = 0, d.h. J = 0, z.B. haben alle Edelgase 1S, als Grund-
zustand. Nur nicht gefiillte Schalen tragen zum Schema bei (Beispiele siche Tabelle 2.11,
2.12). Die Hundsche Regel (maximales S in jeder Unterschale, solange das Pauliprinzip nicht
verletzt ist) beruht auf der Austauschwechselwirkung,.
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2.11 Molekiile

Abbildung 2.107: Hj-Molekiil, schematisch
( , Abb. 9.11, Seite 297])

2.11 Molekile

Mit den bisherigen Prinzipien (Symmetrien der Wellenfunktionen, Pauliprinzip) kénnen wir
qualitativ auch die Verbindung von Atomen zu Molekiilen verstehen. Hier ist nur ein phéno-
menologischer Uberblick moglich.

2.11.1 Einfachster Fall: HJ

(einfach ionisiertes Ho-Molekiil)

In Abbildung 2.107 ist schematisch der Aufbau des H; -Molekiils gezeichnet. Wir setzen ]ﬁ A+
ﬁB| = R und erhalten die Schwerpunktkoordinaten R4 = Rp = g (me wird vernachléssigt).
Dann gilt fiir die potentielle Energie

2

e 1 1 1
FEoot = — 4= .
pot 4dmeg <7“A+r3 R>

Einsetzen in die Schrodingergleichung ergibt

h? h?
~ 57 (Aa(Ra) + Ap(Re)) - 5

Ac(r) + Epot} U(7, Ra, Rg) = EW(7, Ra, Rp).

Einige Eigenwerte F;(R) sind in Abbildung 2.108 gezeigt. Es gibt bei manchen Zustédnden
ein Minimum der Energie bei endlichem R. Dies sind dann gebundene Zustinde (Molekiile),
die bis zu einer gewissen Temperatur stabil sein konnen. Man sieht, dass die Abstédnde R bei
T > 0 schwanken konnen (Molekilschwingungen). Auch diese Schwingungen sind quantisiert.
Sie konnen néherungsweise durch den harmonischen Oszillator beschrieben werden (das Mo-
lekiilpotential wird in der Néhe des Potentialminimums parabolisch gendhert)und sind daher
dquidistant in der Energie (vgl. Abbildung 2.109). Die diskreten Energieniveauabsténde lie-
gen im Infraroten Spektralbereich. Abbildung 2.110 zeigt typische Schwingungsspektren und
Abbildung 2.111 die verschiedenen Schwingungsmoglichkeiten (Normalmoden)von COs.

Bemerkung: Es gibt auch verschiedene Freiheitsgrade der Rotation, denn die nichtkugel-
symmetrischen Molekiile kénnen um verschiedene Achsen (Haupttrégheitsachsen) rotieren.
Wegen der [-Quantisierung sind auch die Rotationen quantisiert.

Da ein Molekiil A— B keine Kugelsymmetrie, sondern nur Zylindersymmetrie (oder weniger)
besitzt, ist der Gesamtdrehimpuls I der Elektronenorbitale nicht konstant, sondern préazediert
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Ei (R) R Abbildung 2.108: Schematische Darstellung
von Potentialkurven FE(R), die zu gebunde-
nen bzw. instabilen Molekiilzustdnden gehoren
(| , Abb. 9.3, Seite 299])

Emission .
Absorption—| ™\ elektronische
Ubergange (UV / vis)

Abbildung 2.109: Schematische Darstellung

( Vl/ JN

)

Rotations-Schwingungs-  reine Rotatiohs- Vi der Sch?vingung.s- und Rotationsstruktur eines
Ubergange Ubergénge elektronischen Uberganges ([ , Abb. 9.43,
Seite 333])
37C| 350|
AR VAL . . .
P Ps U Re R Abbildung 2.110: Schwingungs-Rotations-
2 v %R0 Spektrum des HCl-Mole- kiils mit den beiden
. . : . 35 37
2700 2800 2900 3000 /om | Chlor-Isotopen “°Cl und °"Cl (] , Abb.

9.41, Seite 331])

um die A — B-Achse (z) (wie z.B. [ beim Wasserstoffatom im B-Feld). Seine z-Komponente
ist quantisiert mit

IL| =AM, A=0,1,2,...

Fir A = 0 spricht man von o-Elektronen, fiir A\ = 1 von w-Elektronen, fiir A = 2 von
0-Elektronen.
Gute Quantenzahlen sind daher n, A\, ms (Spin). Es ergeben sich Molekilorbitale (vgl. Abbil-
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Vo Vo

/A V3 Abbildung 2.111: Die verschiedenen Normal-
schwingungen im COy-Molekiil (| , Abb.

9.69, Seite 328))

1so 2s0

y
[———>z 2pm
Abbildung 2.112: Einige Beispiele fiir Mole-

kiilorbitale des Elektrons. In den schraffierten Be-
reichen ist ¢ > 0, in den nichtschraffierten ist
1 < 0. Die durchgezogenen Kurven geben die

2pr Knotenlinien 1) = 0 an. Das gestrichelte Rechteck
deutet an, dass die y-z-Ebene x = 0 Knotenebene
P =01ist ([ , Abb. 9.6, Seite 300])

dung 2.112). Sie sind zylindersymmetrisch um die A — B-Achse.

Man kann das Hy -Molekiil niherungsweise als Paar (H-Atom plus H"-Ion) im Grundzustand
betrachten und dann die Losung ¢4 = exp(—r4/ag)/+/ma} fiir den s-Zustand von H-Atomen
nehmen (Linear Combination of Atomic Orbitals, LCAO-Methode). Das Elektron kann al-
lerdings bei Kern A oder B sein, diese Zustédnde seien ununterscheidbar, daher

Y(r, R) = cipa(ra) + c20p(rB).
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a) Vs i
i i
! EANE
| |
~ ;
2 A B
V,
b)
l ANZ
[} 1
[} 1
[} 1
| i
i Wl
A é Abbildung 2.113: Losungen Molekiilorbital HQL

( , Abb. 9.8, Seite 302])
Wegen Normierung folgt
2, 2 3.
i +c+ 2clcg/cpA(rA)<pB(TB)d r=1,
wobei das Integral das Uberlappintegral S4p der Bindung ist. Wegen Symmetrie folgt |c1|? =

lc2|? = |c|?> und wegen Vertauschbarkeit ¢; = +co (wie beim Heliumatom). Damit erhalten
wir zwei Losungen

1
$— - + ,
4 2+ 2S48 (pa+¢n)
Pt = !

VI35, AR

Sie sind in Abbildung 2.113 skizziert. Die entsprechenden Potentialkurven (vgl. Abbildung 2.114)
zeigen, dass die symmetrische Losung einen gebundenen Zustand ergibt und die antisymme-
trische einen ungebundenen. Das Elektron zwischen den Kernen (symmetrischer Zustand)
zieht beide Kerne an. Das Elektron in 1® hat mehr Raum als in ¢4 bzw. ¢p, das ernied-
rigt wegen der Heisenbergschen Unschéarferelation seine Impulsunschéarfe und damit seine
kinetische Energie p?/2m..

2.11.2 H,-Molekiil

Jetzt gibt es noch ein zweites Elektron. Die E(R)-Kurve ist in Abbildung 2.115 fiir den
gebundenen Zustand gezeichnet.

2.11.3 Bindungstypen

Man unterscheidet zwischen

e chemischer Bindung (Valenzbindung)

e ionischer Bindung
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\ E
Ea(R)
2,5
R/ao
1,76 eV
l Es(R)
Abbildung 2.114: Potentialkurven zur Losung
von Hf, | , Abb. 9.9, Seite 302]
A E/eV
|
13,5 ‘\ (Ly-4%
0
!
~18,5 = ________1—'_2-_--
| He | =T
= 2 x H}
, Abbildung 2.115: Energie im gebundenen Zu-
05 1 1.5 2 25 3 H/A' StaI]l)d des Hap-Molekiils ([ , Abb. 9.13, Seite
306

e Van-der-Waals-Bindung

e H-Briickenbindung

Die Unterschiede werden kurz skizziert, sind aber nicht ganz scharf, sondern eher fliefsend.

a) chemische Bindung

Durch den Uberlapp der Wellenfunktionen wird im ,bonding“-Zustand 1/* ein (oder mehrere)

Elektronen zwischen den Atomen gehalten (wie beim Hj diskutiert) (vgl. Abbildung 2.116,
2.117).

b) lonische Bindung

Durch Anwesenheit von Atom B (Abbildung 2.118) wird die Ladungsverteilung des Atoms
A deformiert. Je nach Elektronenkonfiguration von A und B kann dies zu attraktiver oder
repulsiver Wechselwirkung fiihren. Das System A — B kann seine Gesamtenergie verringern,
wenn es sich Konfigurationen gefiillter Schalen néhert, die besonders niedrige Energien haben,
z.B. kann Natrium (Z = 11) sein 3s-Elektron abgeben, da Na™ eine volle Schale n = 2 hat.
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AE
R>Hc
He Rc=fA+I’3

< > >

chemische Multipoleffekte . ) )
Bindung Abbildung 2.116: chemische Bindung (| ,

Abb. 9.20, Scite 314])

getrennte Atome

Valenzbindung Abbildung 2.117: chemische Bindung schema-

tisch (] , Abb. 9.21, Seite 314])
@ @

Abbildung 2.118: Deformation der Ladungs-

verteilung (| , Abb. 9.22; Seite 315|)

Wenn Chlor (Z = 17) ein Elektron aufnimmt, erreicht es Edeslgaskonfiguration (wie Argon),
also ziehen sich Na™ und Cl~ an (vgl. Abbildung 2.119).

c) Van-der-Waals-Bindung

—

Ein neutrales Atom A hat ein zeitlich fluktuierendes Dipolmoment pa(t) = er(t) mit (pa(t)), =
0. Dieses Dipolmoment p4 erzeugt im Abstand R ein E-Feld
= 1
A= 4w €0R3

L oavh o\ BllFa 2pa g
(3pacon(pa AR —7ia) "2 s

wobei R der Einheitsvektor in Richtung R ist. Dieses E 4-Feld induziert einen Dipol pp im
Atom B in Position R

P = aply
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A Eg/eV

0,2 0,4 0,6 0,8 ,q/n:m Abbildung 2.119: Energie Ionische Bindung
( , Abb. 9.29, Seite 319])

mit der Polarisierbarkeit g von Atom B. pp erzeugt wiederum ein E-Feld E g am Atom A,
was die beiden Dipole P4 und pp aneinanderkoppelt.

- 2pB — - —
Ep=——""PB B 5i=aiEp.
BT Tpe R3 PAT AATE

Die Wechselwirkungsenergie betrégt dann

Eoot = —pp - Ea=—pa-Ep = —asap|EP,
d.h. insgesamt
aAGB
Epot = _CW

Die Anziehung wird durch Abstofung (Repulsion) zwischen den Elektronenwolken (Pauli-
Prinzip) balanciert. Abbildung 2.120 zeigt das fiir diese Situation oft verwendete empirische

Lennard-Jones-Potential .
a

“RZ RS

das abstofsend ist bei kleinem R und anziehend bei grofsem R.

E(R)

d) Wasserstoffbriickenbindung

Das Proton polarisiert beide Atomhiillen gleichméfig, was eine attraktive Wechselwirkung
zwischen den Atomen hervorruft (vgl. Abbildung 2.121).

2.11.4 Hybridisierung

Wir diskutieren die Hybridisierung am Beispiel von Wasser (H20). Abbildung 2.122 zeigt
drei 2p-Orbitale von Sauerstoff. (Sauerstoff hat Z = 8 und die Elektronenkonfiguration
152,252,2pz,2py,2p§). pz und p, sind mit einem Elektron ungesattigt. Die 1s-Elektronen
von Wasserstoff konnen diese Orbitale abséttigen, es entstehen zwei H — O-Bindungen (vgl.
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A Epot

Abbildung 2.120: Van-der-Waals-Bindung,
Lennard-Jones-Potential ([ , Abb. 9.28,
Seite 318])

Abbildung 2.121: Wasserstoffbriickenbindung
( , Abb. 9.30, Seite 319])

Abbildung 2.122(b)). Jede dieser Bindungen ist mit zwei Elektronen besetzt (je eines vom
pz bzw. p, von Sauerstoff und 1s von Wasserstoff). Nach diesem Bild sollte der Winkel
zwischen beiden Bindungen p, — H und p, — H 90° sein, de facto ist er aber 105° (vgl.
Abbildung 2.123). Dies liegt an der Deformation des 2s-Orbitals von Sauerstoff aufgrund der
Bindung. Es kommt zu einem s — p-Hybridorbital (vgl. Abbildung 2.124) und zur hybridi-
sterten Struktur des H5O.

Ein anderes Beispiel ist die sp,-Hybridisierung beim Kohlenstoffatom (vgl. Abbildung 2.125).
Diese fiihrt zur Bildung linearer Molekiile in z-Richtung, z.B. C — C — C — C-Polymere.

Es existiert auch Hybridisierung von s mit zwei p-Orbitalen gleichzeitig (sp?-Hybridisierung)
(vgl. Abbildung 2.126). Dies fiihrt zu drei gerichteten Bindungen in einer Ebene.
Schlieglich gibt es noch die sp3-Hybridisierung, die die bindenden Orbitale zu den Ecken
eines Tetraeders hinorientiert (vgl. Abbildung 2.127).

Eine Zusammenfassung findet sich in Tabelle 2.13.
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b) y

2 Elektron

X
1 Elektron

b)
\ /
\\_// LPp
b) ¢(s) ¢ (p)
z
a) y
2s Z
% Ps+ sz
7 \sz

Abbildung 2.122: 2p-Orbitale von Sauerstoff
( , Abb. 9.53, Seite 338])

Abbildung 2.123: Bindungswinkel Wasserstoff-
Sauerstoff in HoO ([ , Abb. 9.55, Seite 338])

Abbildung 2.124: sp-Hybridorbital (| ,
Abb. 9.54, Seite 338])

Abbildung 2.125: Hybridisierung bei Kohlen-
stoffatom, ([ , Abb. 9.56, Seite 339])
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1

+[6
<y

Abbildung 2.126: sp?>-Hybridisierung (| ,
Abb. 9.56, Seite 340])

Abbildung 2.127: sp*-Hybridisierung (| ,
Abb. 9.59, Seite 340])

Hybridtyp Anzahl Geometrie Beispiele
sp 2 linear CoHs
sp? 3 eben, 120° CoHy
sp3 4 Tetraeder CHy4
sp?d 4 eben, quadratisch XeFy
sp3d 5 dreiseitige Doppelpyramide SFy
sp3d? 6 Oktaeder SFg

Tabelle 2.13: Geometrische Anordnung von gerichteten Bindungen einiger Hybridorbitale
(nach | , Tabelle 9.6, Seite 341])

Beim Benzol CgHg bildet sich zunichst ein Ring aus 6C und 6H durch sp?-Hybridisierung
(o-Bindungen, vgl. Abbildung 2.128a)). Dann sind aber noch sechs Elektronen in den p,-
Orbitalen unbeteiligt (Abbildung 2.128b)), die sich paarweise zu p, — p,-Bindungen (7-
Bindungen) zusammenschliefen. Es gibt zwei dquivalente Moglichkeiten (c¢) und (d), die
ununterscheidbar sind, d.h. die 7m-Elektronen sind delokalisiert.
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Abbildung 2.128: Benzol Sigma-Bindungen,
( , Abb. 9.69, Seite 345])

o-Bindungen m-Bindungen
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