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IK IV SS 10 Prof. Dr. Burkard / Prof. Dr. Scheer

2010-04-12

Kapitel 1.
Einfihrung

1.1. Thema

Aufbau und Eigenschaften der Atome, ihre Wechselwirkung untereinander und mit elektrischen und
magnetischen Feldern.

Nicht Thema: Wechselwirkungen im Atomkern

Ziele der Atom- und Quantenphysik

e Mikroskopisches Verstandnis der Eigenscahften von Atomen

e Beschreibung durch wenige, fundamentale Naturkonstanten (materialunabhéngig) z. B. e, my,
c, h
~~
PLancksches Wirkungsquantum

e Beispiele: Spektren der Atome

e insbesondere Phénomene, die nicht klassisch verstanden werden konnen — Quantenphysik

1.2. Historischer Uberblick

5. und 4. Jhdt. v. Chr. DEMOKRIT, PLATON, ARISTOTELES: Begriff Atom als kleinste Einheit, die
die Eigenschaften bestimmt

1803 DALTON: Gesetz der multiplen Proportionen: Die Gewichtsverhéltnisse zweier sich zu verschie-
denen Verbindungen vereinigender Elemente stehen im Verhéltnis ganzer Zahlen.

Os+2Ny —  2N50 16 : 28
Os+Ny — 2NO 16: 14
1808 Gesetz von GAY-LUSSAC: entsprechend fiir Volumina von Gasen

1811 AvoGAaDROsche Hypothese: gleiche Volumina verschiedener Gase enthalten bei gleichen Be-
dingungen (Druck, Temperatur) gleich viele Bausteine (Molekiile, Atome); 1 Mol (Atomge-
wicht in Gramm) enthalten immer gleich viele Atome/Molekiile. Avogadrokonstante: Ny =
6.022 - 10% mol !

1815 PRONT: Die Massenzahlen der Elemente sind ganzzahlige Vielfache der Masse des Wasserstof-
fatoms

1868 MENDELEW: Periodensystem der Elemente

1870 CLAUSIUS, BOLTZMANN: kinetische Gastheorie: Erklarung der Gasgesetze aus atomaren Be-
wegungen und Stoken der Atome/Molekiile

1932 CHADWICK: Entdeckung des Neutrons

Seite 2 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-04-13 1.2. Historischer Uberblick

Atomistik der Elektrizitat

1833 FARADAYs elektrolytisches Aquivalenzprinzip

a) Die Menge eines abgeschiedenen Elements ist der dabei transportierten Ladung propor-
tional (— Elektrolyse, galvanische Abscheidung)

b) Verschiedene Elemente werden von der gleichen Ladungsmenge in dquivalenten Gewichten
abgeschieden — kleinste Einheiten der Elektrizitat (Elementarladung, Elektronenladung)
sind mit der Materie verkoppelt

1869 HiTTORF: Entdeckung der Kathodenstrahlen (= Elektronenstrahlen)

1897 J.J. THOMSON: Elektron identifiziert durch =-Bestimmung mit Kathodenstrahlréhre, z. B.
Schattenkreuzrohre

Vakuum
(p=107-10"mbar)

lih\e/iz E

2-5kV

Abbildung 1.1: Aufbau einer Schattenkreuzréhre

Beobachtung Schattenwurf durch zusétzliche Strahlung (# Licht)
— Teilchen oder Wellen (Objekte), die sich fortbewegen

— Ablenkung in magnetischen und elektrischen Feldern (;%-Bestimmung)

2010-04-13

Atomistik der Energien

um 1850 KIRCHHOFF, BUNSEN: Experimente zur Schwarzkorperstrahlung und Atomspektren
1884 BALMER: empirische Formel fiir einige Spektrallinien des Wasserstoffs

1887 H. HERTZ: Entdeckung der elektromagnetischen Wellen

1887 HALiwAcHS, HERTZ: Entdeckung des Photoeffekts

1895 RONTGEN: Entdeckung der Rontgenstrahlung (z-Ray)

1896 BECQUEREL: Entdeckung der Radioaktivitat («, 3, 7)

1900 LUMMER, PRINGSHEIM: Abweichung vom Wien’schen Strahlungsgesetz

Powerpoint-Prdsentation (s. Internet)
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Kapitel 2.
Atom, Bausteine des Atoms,
Wechselwirkung der Bausteine

2.1. Atom

2.1.1. GroRe des Atoms
ca. 1009 m=0.1nm =1 Angstr@m
e Radius ist schlecht definiert (aufgrund des Wellencharakters der e™)

e Bindungsabstéinde eines Atoms im Festkorper sind unterschiedlich z.B.
— Magnesium in Magnesium: d = 1.6A

— Magnesium in Magnesiumoxid: d = 0.7A
typische Atomradien:

Wasserstoffatom ag =7~ 0.5 A (klein)
~~

Bohr-Radius

Magnesiumatom 7 ~ 1.5 A (mittel)

Caesiumatom r ~ 2.5 A (groR)

Experimentelle GroRBenbestimmung des Atoms
1. grobe Abschéitzung aus makroskopischen Grofsen

e Betrachte Wiirfel und bestimme die Oberflachenenergie zur Erzeugung kleiner Wiirfel,
die jeweils 1 Atom enthalten

1cm

S Scheiben mit Dicke
von 1 Atomlage

Abbildung 2.1: Zerlegung des Wiirfels in kleine Teilstiicke — Verdampfung (Verdampfungsenergie,
Oberflachenenergie)

Seite 4 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-04-13 2.1. Atom

e Zerlegung in alle 3 Raumrichtungen — Aufteilung in einzelne Atome = 35 Schritte, Ener-
gieaufwand dafiir entspricht der Verdampfungsenergie Fy . Bei jedem Schnitt wird eine
Fliche von 2cm? erzeugt — Energieaufwand jeweils 2Ep, Eo: Oberflichenergie /Fliche

! l 1 Ey
=35 - Ey=FEy=5=-=—-— 2.1
b LBy S = = o (2.1)
Zahl der Atome N = S3
Werte fiir Wasser: Fo = 7.3 - 1072 #, Ey = 226 - 10° %

—8=52-10"m ' =d=19-10"""m (beachte d = 2r!) (2.2)

2. Rontgenbeugung an Kristallen

* |scharfe
. |Reflexe

A -
o

polychromatischer
Lichtstrahl (Réntgen)
auf Einkristall

monochromatische
Beugungsstrahlen

Abbildung 2.2: Schematischer Aufbau des Laue-Verfahrens

Oberflache

Abbildung 2.3: Beugung an Gitterebenen

Interferenz zwischen Lichtstrahlen, die an benachbarten Ebenen gebeugt werden. Bedingung
fiir konstruktive Interferenz: A = nA

| = 2dsind = n)| Laue-/Bragg-Bedingung (2.3)

— Erzeugung von monochromatischer Rontgenstrahlung.
Monochromatische Rontgenstrahlen werden bendtigt

e fiir Strukturbestimmung an Polykristallen (Debye-Scherrer-Verfahren, Drehkristallmetho-
de — Stoff der Festkorperphysik)

e Compton-Effekt

3. ,optisch“ abbildende Gréfenbestimmung

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 5
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Lichtmikroskop Auflésung begrenzt durch Wellenlénge des Lichts ~ 5000 A — nicht moglich

Elektronenmikroskop Vorgriff: ein Elektronenstrahl hat ebenfalls Wellencharakter (Nachweis
durch Beugung) mit De-Broglie-Wellenlange A = % mit p = mev (nicht relativistisch) gilt

h 12.3A

A= JameBa JUV)

(2.4)

wobei U: Beschleunigungsspannung und Fy;, = eU

Eyin | 10eV | 100eV | 10keV
Al 39A | 1.2A | 0.12A

jedoch Begrenzung durch Linsenfehler auf 1-10A

Transmissionselektronenmikroskop (hochste Auflosung) ~ 1 A2 A, aber Modell notwendig zur
Beriicksichtigung der Beugung, um auf reale Atomanordnungen zuriickrechnen zu kénnen.

Feldemissionsmikroskop

e Feldiiberh6hung an der Spitze im Experiment mit Kriimmungsradius ~ 100 nm

Abbildung 2.4: Feldiiberhéhung an der Spitze

e Kristall hat lokal unterschiedliche Emissionswahrscheinlichkeit in verschiedenen Kristall-
richtungen (Festkorperphysik) durch Bedampfen mit geringer Bedeckung eines anderen
Elements

R=5cm
Vakuum

Leuchtschirm

beheizbarer
Barium-Tiegel

|

F
notwendige Feldstarke fur
Emission =10° V/m

Abbildung 2.5: Schematischer Aufbau eines Feldemissionsmikroskops

e Beobachtung des Auftreffens und der Bewegung einzelner Atome und Atomgruppen aus
Barium, da dieses die Emissionswahrscheinlichkeit lokal erhoht.

Seite 6 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-04-16 2.1. Atom

VergréRerung V = £ = 500.000
BildgréBe B ~ 1 mm
ObjektgroBe G ~ 2nm

Grolle Barium-Atom ~ 0.4nm

e Beobachtung sind Beugungsscheibchen der e~ am Barium-Atom

d
Abbildung 2.6: Aufbau eines Rastertunnelmikroskops

Rastertunnelmikroskop abtastende Spitze mit konstantem Abstand d

Messsignal: Tunnelstrom

Auflésung: lateral ~ 0.05 A, vertikal < 1fm

Einstellgenauigkeit durch Piezoelektrischen Effekt bestimmt

Probleme: mechanische Vibrationen, konstante Temperatur notwendig

Beispiele auf Folien (s. Internet)
e Hochauflésende Elektronenmikroskopie
e Feldemissionsmikroskop

e Nickel (110) (IBM Almaden D. Eigler et. al)

48 Fe-Atome auf Cu (111) (IBM Almaden D. Eigler et. al)

Atomradien

2010-04-16

2.1.2. Masse des Atoms

Relative Atommassen A, (Atomgewichte) aus DALTONs Gesetz der multiplen Proportionen, seit
1961 Definition der atomaren Masseneinheit (a.u, oder u)

atomic unit

1
lu= D der Masse des Atoms >C

1u = (1.660565 + 0.000005) - 10~>" kg

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 7
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2.1.3. Bestimmung von Ny

e 1Mol entspricht der Menge eines Stoffes, die so viel wiegt wie das Atomgewicht (Molekularge-
wicht) in Gramm.
1Mol {2C = 12¢

1Mol HO =~ 18¢
e 1 Mol hat immer die gleiche Anzahl Atome bzw. Molekiile

Njo~ N(18g Hy0) =~ N(2g Hy) =~ N(24g Mg)

Ny =6.022 - 10 mol~* (2.5)

Messung von N4
1. Radioaktiver Zerfall (Zéhlen von Zerfallsereignissen) (RUTHERFORD und ROYDS, 1909)

2. Elektrolyse (aus Faraday’schem Aquivalenzgesetz)

Erinnerung: Stoffmenge n ist proportional zur Ladung, 1 Mol einer Substanz benétigt

F =96485_As
~~ ~~
Faraday-Konstante C

da jedes Ion die Elementarladung |e| tragt.

F
— Ny =— — Voraussetzung: e bekannt
e

3. aus Grofe des Atoms und Volumen des Festkorpers (iiber Rontgenbeugung)

4. Gas- und Boltzmann-Konstante (BOLTZMANN 1870)

R
= — 2.
"=, (2:6)
R= 8.314510m0 (aus idealem Gas pVi,o = RT) (2.7)

— Messung von kp entspricht Messung von Ny
e Brown’sche Molekularbewegung (BROWN 1827)
e Sedimentationsgeschwindigkeit im Schwerefeld (EINSTEIN 1905, PERRIN 1908)

— Ubungsaufgabe

5. Drehspiegelmethode

Seite 8 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-04-16 2.2. Elektron

Gas
>

-] Spiegel

o
e -
X

RY

N

&
N

_ Ie

B
Skala

Abbildung 2.7: Aufbau der Drehspiegelmethode und zeitlicher Verlauf

Beobachtung Statistische Schwankungen eines an einem Quarzfaden in einem Gas aufge-
héngten Drehspiegels.

Kleine Auslenkwinkel & — harmonischer Oszillator (analog zur Gravitationswaage)

Analytische Mechanik: Virialtheorem fiir harmonischen Oszillator (quadratisches Potential):

mittlere kinetische Energie = mittlere potentielle Energie (2.8)
1 1

—0¢? ) = ( - Ap? 2.9

<2 ¢ > <2 @ > (2.9)

© Tragheitsmoment der Anordnung

A Winkelrichtgrofe (= Federkonstante) = Wirksaff;glﬁgomem

wobei

Gleichverteilungssatz fiir Gasmolekiile (Gleichverteilungssatz — Ubungsaufgabe)

3 1
By, = §ka — §/<:BT pro Freiheitsgrad (2.10)
1 1 — 1 —
— —kpT = =092 = = Ap? 2.11
5B 5 12 5 12 ( )

Messung von F ergibt Messwert fiir kg

J
Literaturwert: |kp = 1.380662 - 10*23K (2.12)

2.2. Elektron

2.2.1. Entdeckung des ¢~ 1897: J.J. Thomson

Durch Kathodenstrahlen in Gasentladungsréhre — Ubungsaufgabe

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 9
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2.2.2. Bestimmung der Elementarladung

Millikan-Oltrépfchen-Versuch (1909-1913) — Ubungsaufgabe
Prinzip:

e geladener Plattenkondensator
e Zerstiubung von Ol zu Tropfchen
e ionisierende Strahlung — viele ungeladene Oltrépfchen, einige gering geladene Oltrépfchen

e Beobachte Bewegung im Plattenkondensator

Krifte auf Oltrépfchen (aufsteigend) 1 v: | Fg, | Fr, T Fa, T Fa
Gewichtskraft Fc = mg = pg,Vg (g: Erdbeschleunigung)
Reibungskraft Fr = 6mnro (n: Viskositét)

Auftriebskraft Fo = Vprusg
Beobachtung bei eingeschaltetem E-Feld gibt es diskrete Steiggeschwindigkeiten

Ausschalten — Teilchen fallen nach unten | v: | Fg, 1 Fr, T Fa

aA

3e + x x X X x
2e + x x X X x
le - x X X X X

>
>

r

Abbildung 2.8: Messwerte des Millikan-Versuchs — diskrete Ladungswerte

Literaturwert: e=1.602192-10"1C (2.13)

2.2.3. GroBRe des Elektrons

Betrachte e~ al Kugelkondensator mit Radius eg

Abschitzung Ladungsenergie des Kugelkondensators E = %%2 entspricht Ruheenergie des e™:

E = myc?
Kapazitéit einer homogen geladenen Kugel: C' = 2megre

- rq~28-107Ym klassischer Elektronenradius (2.14)

Experimente zeigen Elektron ist kleiner!
z.B. aus e”-e~-Streuug (vgl. Rutherford-Streuung)

= rg<107¥m (2.15)

— Annahme eines punktférmigen Elektrons ist sehr gut

Seite 10 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-04-19 2.3. Massenspektrometrie

2.2.4. Masse des Elektrons

Mithilfe der Massenspektrometrie durch Kombination von elektrischen und magnetischen Feldern
kann L von Teilchen bestimmt werden.. — %-Bestimmung (THOMSON, Kathodenstrahl)
Voraussetzug dafiir ist, dass die Ladung e bekannt ist

me = 0.1091 - 1073 kg = 5.4859 - 10~ u (2.16)

bzw. 1u = 1822.84m, — m. ~ ﬁ der Masse des H-Atoms

2.3. Massenspektrometrie

2.3.1. Teilchen im E- und B-Feld

Eigenschaften von Teilchen im statischen E-Feld Trajektorie hingt nur von der Energie an, nicht
von der Masse.
Z.B. Zylinderkondensator

hohere Energie
niedrigere Energie

1
c
o|lc
cle
O|®
T 2
|_

Abbildung 2.9: Massenspektrometrie I: Trajektorie von Teilchen im elektrischen Feld hingt nur von
der Anfangsenergie ab

Fliehkraft = Feldkraft (2.17)
2
MY _4E (2.18)
T
mu? 2Fy;
=Y _ 2fkin 2.19
Teilchen im magnetischen Feld Trajektorie hingt nur vom Impuls ab
Lorentzkraft = Fliehkraft (2.20)
quB _ mu? (2.21)
r r ’
mu P
_mv _ p 2.22
2010-04-19

Kombination von E- und B-Feld Energiefilter liefert Teilchen mit gleicher Energie — verschiedene

Impulse bei gleicher Energie = verschiedene -

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 11
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hoherer Impuls
niedrigerer Impuls

Abbildung 2.10: Massenspektrometrie II: Trajektorie von Teilchen im magnetischen Feld héngt nur
vom Impuls ab

(geladene Teilchen)

!/
/O lonenquelle
p

Eintrittsspalt

Sektormagnet

Energieﬁ_lt-er‘

Detektor
(Schirm)

Abbildung 2.11: Kombination von E- und B-Feld zur Relisierung eines Massenspektrometers

Seite 12 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-04-19 2.3. Massenspektrometrie

Verschiedene Realisierungen
1. Wien’sches Filter
Teilchen spiiren gleichzeitig F- und B-Feld. Krifte kompensieren sich — gerade Bahn

2.3.2. Hochstauflésende Massenspektrometrie

1. Geschwindigkeitsfokussierung

T TVSV,>V,

[m=(m)=

1 2 3

Abbildung 2.12: Geschwindigkeitsfokussierung durch Einsatz von geschickt geformtem B-Feld nach
AsTON, 1919

Geschickte Wahl der Groke der Felder, B-Feld fokussiert Teilchen mit verschiedenem v an

gleicher Stelle, mit verschiedenen - an verschiedenen Stellen — hohere Intensitét

2. Richtungsfokussierung

Abbildung 2.13: Richtungsfokussierung durch unterschiedliche Laufzeiten durch den Sektormagnet
Teilchen, die linger das B-Feld spiiren, werden weiter abgelenkt — bei gleichem L aber leicht
verschiedener Richtung weden die Teilchen im selben Punkt fokussiert.

3. Doppelfokussierung — gleichzeitige Geschwindigkeits- und Richtungsfokussierung
4. Elektrische Wechselfelder Kondensatorspannung an C7 und Cs:
Uy = Uy = Uy sin(wt)

Zeit zum Durchlaufen der Strecke L = wvt verschiebt Phasenlage der Spannung an Cy um
wt = w%. Die Blende B lasst die Teilchen durch, die in 'y die momentane Spannung U; = 0
gespiirt haben. Fiir diese gilt in Cy: Uy = Upsin(wZ) — Ablenkung

x9 = DUy sin(u;—L)

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 13
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N
Eintritts-
spalt Blende B
] | G| | 2 | |d
...................... 0
— R |x1=0 1T
L
L
Us

Abbildung 2.14: Massenspektrometrie durch elektrische Wechselfelder

mit Proportionalitatskonstante D.
Fiir £ = kr (k=1,2,3,...) ist auch 2o =0

B 2vL

w
v = (v: Frequenz %) (2.23)

— Frequenz so regeln, dass o = 0 ist, k bestimmen durch Abzéhlen der Nulldurchgénge. Die
Teilchen seien durch die Beschleunigungsspannung Upg beschleunigt worden, und somit gilt:

1 q 202 L2
Ug=-mv? —» +==210
=5 =35my m  k2Up

JL

(2.24)

5. Quadrupolmassenspektrometer

L——o

Abbildung 2.15: Quadrupolmassenspektrometer

Ahnliches Prinzip aber kompaktere Geometrie — messe Frequenz, bei der die Teilchen durch-
gelassen werden — KEinsatz in Isotopentrennung

Nachtrag 2010-04-22
Nachtrag: Massenspektrometrie Wien’sches Geschwindigkeitsfilter

Beobachtung
e Ablenkung der e~ im B-Feld kann kompensiert werden durch geeignet gewéahltes E-Feld
e geradlinige Bahn bei Fo = Fp, q|E| = @B = v= %

2010-04-19
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2010-04-19 2.4. Isotopie

Fluoreszenzschirm
mit Skala

Ablenk

Wehnelt-
Zylinder

Helmholtz-
Spulen

Abbildung 2.16: Wien’sches Geschwindigkeitsfilter

2.4. Isotopie

Ordnungszahl Z = Zahl der Protonen = Zahl der Elektronen; bestimmt chemische Eigenschaften
Atomgewicht A, ~ ungefahr A
Massenzahl A Anzahl der Protonen + Neutronen

Isotope eines Elements variieren in der Zahl der Neutronen.

Es gibt nur wenige Elemente mit nur einem einzigen stabilen Isotop: ZBe, %Al, g?J (Bezeichnung
gElement), fiir diese Elemente ist A ~ A,

Bei einigen Elementen kommen mehrere Isotope ungefihr gleich hiufig vor, z. B. $2C1 (75%), %‘;Cl
(25%) — krummes Atomgewicht A = 35.5

Problem bei Massenspektrometrie: mehrfach geladene Teilchen méglich, z. B. {9Ar™ = 29Ne™
— Ubungsaufgabe

— Anwendung der hochstauflésenden Massenspektrometrie

Isotope des Wasserstoffs
1H 1 Proton, 1 Elektron - A=1, Z =1

H =D (Deuterium) 1 Proton, 1 Neutron, 1 Elektron — A = 2, Z = 1 (0.014 % natiirliches Vor-
kommen)

SH =T (Tritium) 1 Proton, 2 Neutronen, 1 Elektron — A = 3, Z = 1 (kiinstlich erzeugt in kern-
technischen Anlagen)

Molekiile: DT hat #hnliches % wie H;L D hat etwas geringere Masse als Hy (Massendefekt der
Kernphysik)

e Folie: Massenspektrometrie

e Folie: Periodensystem der Elemente

Zusammenfassung 2.2-2.4 Massenverhaltnisse im Atom:

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 15
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Einheit e p H
kg 9.11-1073| | 1.672-10727 | 1.6735- 10727
u 5.48 1071 1.00728 1.007825
Me 1 11836.11 | 1837.11
mp | 5.4463 - 10~% 1 1.005445
myg | 5.4433 -10~* 0.9946 1

Tabelle 1: Massenverhaltnisse im Atom

Abbildung 2.17: Teilchenstrom der Teilchen mit Radius ry trifft auf Teilchen mit Radius o

2.5. Streuexperimente

2.5.1. Der Wirkungsquerschnitt

Betrachte Stof zwischen Teilchen mit Radius 1 und mit Radius 7s:

e Teilchenstrom der Teilchen mit Radius r; mit Querschnittsfliche 7r?, Dichte Ny

o Ziel (Target): Teilchen mit Radius ro. Schichtdicke Az, Dichte n

Abbildung 2.18: Teilchenstrom, gesucht: Anzahl der abgelenkten Teiclchen

Wirkungsquerschnitt (Streuquerschnitt) o = (r; + ro)?m: Trefferfliiche fiir einen Stof

N(x) N(x+Ax)

X  X+Ax

X
>

HH H __ Summe aller Trefferflichen
StolRwahrscheinlichkeit W = G i A

Annahme hier: keine Abdeckung eines Target-Teilchens durch andere, d. h. x und n geniigend klein

— Zerlegung in kleine Ax.

Anzahl der abgelenkten Teilchen

Seite 16

AN = -WN
Anzahl der Teilchen
= — o -
A
= —NonlAx
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2010-04-20 2.5. Streuexperimente

Mit dem Ubergang Az — dx ergibt sich also:

an

N =" dz (2.29)

Integration liefert die Anzahl der nicht abgelenkten Teilchen:

‘N(CE) = Ny exp(—nox) ‘ (2.30)

2010-04-20

Anteil der abgelenkten Teilchen nach der Strecke L:
Nstrew = NO(1 - eXp(_ no L)) (231)

«

o: totaler Streuquerschnitt, «: makroskopischer Streukoeffizient
Allgemein gilt o = % Zf\il n;o;, wenn verschiedene Teilchensorten existieren

Analogie Absorption in der Optik (Beer’sches Gesetz): I(x) = Iy exp(—ax), a: Absorptionskoeffi-
zient

o 1w

IA’.' « e
|o :
TR W

L

Abbildung 2.19: Verlauf der Lichtintensitdt durch ein Medium

Definition: mittlere freie Weglange entspricht dem mittleren Abstand zwischen Streuereignissen
/ Stofen

11 L
A— === N=N, exp(——> (2.32)
no  « A

2.5.2. Streuung von Elektronen an Materie
Beobachtung
o [ = Iyexp(—ax), I bezeichnet hier den elektrischen Strom
e o proportional zum Druck p
e bei v = const gilt auch 2 = const (p: Dichte) fiir verschiedene Materialien/Gase

° % sinkt fur zunehmendes v

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 17
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Lenard-Fenster Gas mit
Dicke ca. 50nm Druck p
(z.B. Alufolie)\ /

Pumpe

Abbildung 2.20: Messung zur Streuung von Elektronen an Materie

Ino
In o

0
l.

10°+

10° 1 7%

Abbildung 2.21: Messergebnisse zur Elektronenstreuung

Erkenntnis

Atome sind fast leer

heute: langsame e~ werden an der Atombhiille gestreut, schnelle Elektronen am Kern

2.5.3. Rutherford-Streuung

Beschuss von Atomen mit geladenen Teilchen

a-Teilchen: 2-fach (positiv) ionisierte Helium-Atome (2 Protonen und 2 Neutronen) m = m,, >
Me

GEIGER, MARSDEN, RUTHERFORD: 1909 Experiment: Beschuss einer Goldfolie mit a-Teichen.

Beobachtungen:
— die meisten Teilchen werden nicht abgelenkt

— einige Teilchen werden sehr stark abgelenkt

Hypothesen:
— kleiner, massiver Atomkern mit Ladung +Ze > 0 (z.B. Au: Z = 79)

— Z Elektronen umkreisen den Kern — Ladungsneutralitat

Thomson’sches Atommodell: ,,plum pudding* (positive Ladung gleichméfig iiber Atom verteilt,
Elektronen sind darin positioniert)

Rutherford’sches Atommodell (klassisches Modell):

1. MKern > Me, Mg = m (2. B. M = BT ~ 50)

Seite 18 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2.5. Streuexperimente

2010-04-21

2. Kernladung Ze > 0, Z: ganze Zahl
1 (2e)(Ze)
2

<‘3|‘31

4meq r

3. Coulomb-Wechselwirkung: F =

=7

Bekannt aus klassischer Mechanik (Planetenbahnen, Gravitation Fg ~ %2) Bahn des

a-Teilchens:
— verlduft in einer Ebene
— ist ein Kegelschnitt (Hyperbel, da Kraft abstofend)

4. Keine Mehrfachstreuung in Au-Folie (da Anndherung an Kern selten)
2010-04-21

rKern = 0

Abbildung 2.22: Rutherford-Streuung

b: Streuparameter (= Stofparameter), ¥: Streuwinkel

Losung der Bewegungsgleichung Newton:
L 27?7 a
F=F = — F= - 2.33
mr dmeg 2 "=y (2.33)
Wandle in Polarkoordinaten um
F=r (Cf)s ‘p> =i (2.34)
sin ¢
F=rh g <;§;“j> (235)
—
(2.36)

F= i 4 b+ ol @t — rgh
——

27t
Multipliziere die Bewegungsgleichung mit 7:
. . 27¢?
m(7 — rth) = yp— (2.37)
Multipliziere die Bewegungsgleichung mit ¢:
m(2rp 4+ rg) =0 (2.38)
Seite 19
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Schreibe jetzt 2.38 als vollsténdige Ableitung:

d
ma(r%p) =0 = mrip=const=:—L (2.39)
— Drehimpulserhaltung!
E:ﬁxF:mFxF 2.40
= m(¢# +rot) x ri 2.41)
ixf=—é, .
=T pé, = L, é, (2.42)
=L

Vor der Streuung gilt fiir » — oo:

L = muy x ¥ = mugb (2.43)
. Vo Tz
mit 7=v=|0 ] und7F=15b
0 0
nach der Streuung gilt fiir 7 — oo, |/ = vy (wegen Erhaltung der kinetischen Energie):
L'=mvub =L = V=0 (2.44)
Aus 2.39 und 2.43 folgt:
2. . vob
r°p = —vb=const = @=-— (2.45)
T
einsetzen in 2.37 ergibt:
272 2
. ugb 2Ze
_ = 2.46
- dmegmr? (2.46)

o direkte Methode:
1. 16se 2.46 ~ r(t)

2. einsetzen in 2.45 und auflésen ~ ()

e etwas einfacher: eliminiere ¢ und erhalte die geometrische Bahn r(¢):

dr vob dr
_ - h— o 2.47
r 7’.(“)0) r dﬁpgp T2 ng ( )

definiere jetzt r =: %

.247 d / wvob dr)
= —|(—— 2.48
" dt< r2 de (248)
d d1
= ¢ ——bQ——) 2.49
< dtp( O dpu (2:49)
:—Uobu2 S—~—
==z
d2u
= —vpb*u? 12 (2.50)

Seite 20 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-04-21 2.5. Streuexperimente

Einsetzen in 2.46:
27¢*
U

d?u

2:2 2 272 3

b = vyb u’ +
Y0 dg? Yooy dmegm

Somit ergibt sich die Differentialgleichung fiir u(yp) = r;):

d?u ( 27 2
=—(u

T A
dy? 4mregmugb?

dZw
W

dg?
= w(p) = Acos(¢ + ) (allgemeine Losung)

2
= r(to) =u(p) = Acos(p+9) — 22

2
4megmuih?

e Losung r(¢) von 2.45 und 2.46
e Konstanten A und § werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt
e minimaler Abstand bei ¢ = 7 —§ (— Ubungen)

e leite 2.55 nach ¢ ab:

1. , . 245 . .
—5 = —Asin(p + 6)¢p "= Asin(p +0)
= 7(p) = —Avgbsin(p + 0)

Uob
r2

vor Streuung gilt fiir r — co: ¢ = 7, ¥ — —vg. In 2.55 und 2.57 einsetzen:

272

A )= —5—=
w,—’__)/ 471'60m1)8[)2

=—cos(9)
Abvg sin(m + ) = —vg
———

=—sin(é)

e zusammengefasst:

27¢?
—47T€0m’0(2]b2A
1
" bA

cos(d) =

sin(d) =

2
4dmegmugb

tand =
= | tan 272

Bemerkung mit 0 < 4§ < § folgt A <0 (bei b > 0)

Stand: 14. Juli 2010, 13:00
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Streuwinkel ¥ aus 2.55 folgt bei r — oo

vor Streuung nach Streuung
cos(m 4 9) = cos(¥ + 0)
= cos(d — )

—eos(n—8)  ~
-~ [@ai=r 261)

T U
d=——— 2.
= 53 (2.65)
= [tand = cot — (2.66)
276> 9
471'60ng 0 2 ( )

Kern

Abbildung 2.23: Zusammenhang zwischen Streuwinkel ¥ und ¢ bei der Rutherford-Streuung

—

-

m 9

n
2

Abbildung 2.24: Zusammenhang zwischen Streuwinkel ¥ und Streuparameter b ~ cot g

Differentieller Sreuquerschnitt

e Wir haben einen eindeutigen Zusammenhang: b = b(¢) (bzw. ¥ = ¥(b))
e Streuquerschnitt fiir jedes b separat — differentieller Streuquerschnitt

%(ﬁ, ®) (2.68)

wobei d2 = sin ¥ d¥ dp: Raumwinkelelement

Seite 22 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-04-22 2.5. Streuexperimente

dp  9+d9

Abbildung 2.25: Herleitung zum differentiellen Streuquerschnitt

Der (totale) Streuquerschnitt ist dann
/ 4997 (9. ) (2.69)
ao "’ '

e Anzahl der einfallenden Teilchen (pro Fliche): N

e Anzahl der einfallenden Teilchen in Fldchenelement do = bdpdb: AN = Ndo = Nbdbdyp

e Streuung: Austritt durch Flachenelement dQ = sind dv dy wobei [b, b+ db] = 207 [¥, 9 + dv]
dN = Ndo = Nbdbdy = Nd—dQ Nd—81nz9dz9d (2.70)
7 LTS do 4 '
differentieller Streuquerschnitt:
do b(v) | db
— = — 2.71
dQ( ) sin(ﬁ)‘ do (271)
b(¥) o< cot I, cot' z = — 12 —, sin(2z) = L sin(z) cos(z) mit z = 3
cot g cos ¥
—2 =2 2 2.72
sin ) sin g sin g coS g ( )
do 1 \22%* 1
=30 — (W) = <47reo) 20l sind 7 Rutherford-Streuformel (2.73)
2010-04-22
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1/r

r’

rAtom

Abbildung 2.26: Potentialverlauf in Abh#ngigkeit des Abstandes

Diskussion der Rutherford-Streuformel

e Intensitétsverlauf I o« ——, I oc ——
sin® & E

kin

e Herleitung hier aus klassischer Physik (Newton), spater quantenmechanische Behandlung mit-
tels Born’scher Niherung liefert in 1. Ordnung das gleiche Ergebnis

e Fir 9 =0, % — 00: Problem fiir grofse b. Sobald aber b > ratom stimmt das Zj§2 -Kraftgesetz

nicht mehr, da die Kernladung durch e~ abgeschirmt wird (Atom ist neutral)

e Totaler Streuquerschnitt

T do .
o= 271/0 E(vﬂ) sin 9 dv (2.74)

=...=00 (wegen Divergenz) (2.75)

Grund fiir Divergenz: co-Reichweite des Coulombpotentials, aber fiir b > ratom wird Coulomb-
kraft abgeschirmt

e Nicht-relativistische Rechnung erlaubt, da im Experiment typischerweise % ~ 2—10. Typische
FEyin von a-Teilchen: 4 — 8 MeV

e Obere Schranke fiir Kernradius aus minimalem Abstand (bei Riickstreuung 9 = 7 R, =
1 22@2). R < fm
dmeo | @ » PHKern 5 HHL

e Vergleich mit Thomson’schem Atommodell: Thomson weniger starke Ablenkung, aber fiir gro-
flere Anzahl einfallender Teilchen

Rutherford-Streuversuch

| 10 cm | 10 cm |
I
‘ Detektor
o
241 9
Target-
Folie

(Gold, 2um Dicke)

Abbildung 2.27: Aufbau des Rutherford-Streuversuchs
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2010-04-22 2.6. Photoeffekt und Photonen

Winkel | mit/oder Target | Zahlrate

0° ohne Target 1456 in 20s
Zahlraten im Vakuum: 0° mit Target 1304 in 20s

15° ohne Target 1 in 60s

15° mit Target 120 in 60s

4
theoretische Abnahme: (Wlff’)) = 3445

Ohne Vakuum bei 0° und p ~ 1000 mbar werden keine a-Teilchen gemessen

e Folie ist fiir a-Teilchen nahezu transparent
e Ziahlrate stark winkelabhéngig

o Reichweite der a-Teilchen in Luft ~ 3 —4cm

2.6. Photoeffekt und Photonen

2.6.1. Der Photoeffekt

qualitativer Photoeffekt
— UV-Licht 16st e~ aus Metall aus

negativ geladene positiv geladene
Metallplatte (Zink) Metallplatte (Zink)
+
+
Licht Licht |
> +
+
()a ()a
Q ohne Q
| l}\ UV-Licht | l}\
——> -
t t

Abbildung 2.28: qualitativer Photoeffekt: negativ geladene Zinkplatte wird durch UV-Licht entladen
Anmerkung Vorlesungsversuch war nicht erfolgreich, da die Zinkplatte stark oxidiert war. Nach
Reinigung der Platte konnte Entladung gezeigt werden.

quantitativer Versuch zum Photoeffekt

UcV | A[nm] | v[10 Hz]

gelb | 0.23 578 5.19

Messwerte:  griin | 0.32 546 5.49
blau | 0.9 436 6.88

violett | 1.23 405 7.41

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 25
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Vakuum
Caesium

Licht

Abbildung 2.29: Aufbau einer Photozelle (Polaritét der Spannung so, dass alle ausgelosten e~ zur
Anode gelangen)

Spalt

R

Lampe Kondensor

|
Geradsicht- Us
Prisma

Abbildung 2.30: Versuchsaufbau zum quantitativen Photoeffekt

1,2
1,0

0,2

1 5 8 v/10"Hz

Abbildung 2.31: Ergebnisse des Photoeffekt-Versuchs
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2010-04-26 2.6. Photoeffekt und Photonen

Die Ausgleichsgerade hat die Steigung

AU 1V
Ay 2410451 (2.76)
2010-04-26

Beobachtungen
1. Beleuchtung einer Metallplatte erzeugt elektrischen Strom. Empfindlichkeit erst ab einer Min-
destfrequenz (maximale Wellenlénge). Grenzfrequenz vg

2. I héngt von der Intensitdt P ab, vg hidngt aber nicht von P ab!

3. vg hangt vom Metall ab (z. B. fiir Na: A\g = 543nm, Ca: A\g = 277nm)

Photostrom
hohe

Intensitat

|
niedrige
Intensitat

'
v

~

(Metall 2)
(Metall 1) &

Abbildung 2.32: Abhéngigkeit des Photostroms I und der Grenzfrequenz vg von der Intensitiat P
und vom Metall

4. Ab einer negativen Bremsspannung Uy wird Stromfluss verhindert.

5. Up héangt nicht von der Lichtintensitat P ab. (Dies steht im Widerspruch zur Erwartung fiir
klassische Lichtwellen)

6. Uy hangt linear von der Frequenz v ab.

7. Uy und Up hidngen vom Kathodenmetall ab.

Ug Metall 2
/ Metall 1
Metall 3
) ) ) >
UAZ_/G/Q G3 v
Uni
UnsT

Abbildung 2.33: Abhéngigkeit der Energie Uy und der Austrittsenergie Up von der Frequenz und
vom Metall

8. Steigung hingt nicht vom Kathodenmetall ab.

9. Sattigungsstrom Ig (maximaler Strom bei fester Frequenz und festem Metall) hingt linear von
P ab.
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Interpretation
1. Lichtteilchen (Photonen) ab einer gewissen Energie 16sen Elektronen aus der Kathode aus.
2. Ist U grofls genug, gelangen alle e~ zur Anode — Séttigungsstrom Ig

3. Bei Gegenspannung Ug = Uy ist Geschwindigkeit der e~ gleich Null

1
<—mvz> = e|Uy|
2 Ua=Uy

4. vq: Austrittsarbeit eUp muss aufgebracht werden, um e~ aus Festkorper herauslosen zu konnen

1 2 U
— =e|lUygl =FEp —eUpx = h — €
< m?)) ‘ O’ P A \ ,V A

Planck’sches Wirkungsquantum

5. Bestimmung von h aus Steigung mit Werten aus Experiment:

eAU
-~ 681079 (2.77)
‘Literaturwert h=6.636-10"%*Js =4.14- 10 '° eVs (2.78)

2.6.2. Lichtquantenhypothese (Photonen)

EINSTEIN postuliert (1905): Licht besteht aus Korpuskeln (Teilchen), die Photonen genannt werden,
mit wohldefinierter Energie und Impuls

FErhoton = =hvr=_h w (2.79)
o
P, = hlk| < experimenteller Nachweis durch Compton-Effekt (2.80)

k: Wellenvektor

Zusammenhang: |p,| = h|k| folgt aus Relativitit e = ¢, [ m3 ¢ + p
\/ ~~

Ruhemasse

Photonen bewegen sich mit Lichtgeschwindigkeit v = ¢ = ¢ = ¢p (mg = 0)

e hw -
_)I/:_:_:hk 21
Bl == = = = hlE] (281)
2 2T w w

2.7. Der Compton-Effekt

2.7.1. Rontgenquelle und Réntgenspektrum

Bremsstrahlung Umkehrung des Photoeffekts: e~ verlieren im Metall kinetische Energie, diese
wird an Photon abgegeben.

he

>\min

Grenzfrequenz vy, bzw. (Apmin): €U = hvpax =
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2.7. Der Compton-Effekt

Kathode Zahlrate A
bei 35keV
—l— Anode Kantenfilter

/ (Zirkon)

Halbleiter-
Detektor

charakteristisches
Spektrum
(materialabhangiq)

Fluoreszenz-
linien
(sekundar) Bremsspektrum

mit Kantenfilter > Frequenz

Abbildung 2.34: Aufbau zum Erzeugen von Rontgenstrahlung und Réntgenspektrum

IA Molybdan

~

k

a

€900
TL0'0

Abbildung 2.35: Intensitéit der Rontgenstrahlung fiir Molybdén

Linien der charakteristischen Strahlung Anregungen der Atombhiille

Wirkung des Kantenfilters Absorbiert alle Photonen ab einer bestimmten Energie

2.7.2. Der Compton-Versuch (1921, NP 1927)

20°

Zr-
Filter
Mo
ANNNAN>
|

— +

L

Streukérper aus
Plexiglas (PMMA)

Halbleiter-
Detektor

Abbildung 2.36: Aufbau des Compton-Versuchs

PMMA enthélt viele (fast-) freie e~ und besteht im Wesentlichen aus C und H

Anmerkung Wirkungsquerschnitt fiir Photoeffekt ist proportional zu Z° (Z: Kernladungszahl), der
fiir Compton-Effekt ist proportional zu Z. Der Compton Effekt ist deshalb beileichten Elementen
einfacher zu beobachten, da bei schweren Elementen durch Photoeffekt verdeckt.

Experimentelle Beobachtungen

Bei Rontgenbeugung an Festkorpern tritt zusatzlich eine zu lingeren Wellenldngen verschobene

Linie auf:

Stand: 14. Juli 2010, 13:00

Seite 29



IK IV SS 10 Prof. Dr. Burkard / Prof. Dr. Scheer

ohne PMMA

-
>

hv (keV)
Abbildung 2.37: Experimentelle Beobachtung des Compton-Effekts: Die Intensitatsspitze wird mit
zunehmendemStreuwinkel in den niederenergetischeren Bereich verschoben
o Intensitétsanteil der verschobenen Linie wéchst mit dem Streuwinkel 1
e Wellenldngenzunahme AX wéchst mit
e Analogie zum Stofs von Punktmassen in der Mechanik

2010-04-27

Interpretation 3-Korperstofs eines Photons mit einem Elektron (niederenergetischeres Photon tritt
aus)

Berechnung der Compton-Verschiebung AX(¥) Annahme: e~ vor dem Stof in Ruhe, e~ ist
schwachgebunden, Bindungsenergie < hv

E=mc?
p=mv
Ao NN () e
E=hv
=hv/c PR
p / 'O\\é\\%'
Q

Abbildung 2.38: Stofsvorgang beim Compton-Effekt

Energiesatz

hy 4+ moc? = h' + mc? (2.83)
m:rymOarV:\/ll_Waﬁ:%
Impulssatz z-Richtung:
h hy/ hy/
o cos(¥) + mu cos(p) = v cos(¥) + Byemg cos(yp) (2.84)
c c c
y-Richtung:
hy' | .
0 = — sin(9) — Byemo sin(p) (2.85)
c
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2.8. Elektronenbeugung

Normierung der Energien auf Ruheenergie des Elektrons:

~ hy ,
4= moc? @ moc?
Rechnung liefert: (Ubungsaufgabe)
/ hy .
h' = (Compton-Verschiebung) (2.86)

1+ (1 — cos)

moc?

Ubliche Notation durch Ubergang zu Wellenlingen:

AN = L(1 —cos¥) = Ac(1 — cos¥)

moc

mit der Compton-Wellenlénge des Elektrons:

Bemerkung
1. Rontgenquant mit A = A¢ hat Energie mgc? = 511 keV
2. A¢c = 2.4pm = 0.024A =2.4-103nm
3. AX héngt nicht von A ab

4. Maximale Compton-Verschiebung betriagt Almax = 2Ac bei ¥ =7

(2.87)

(2.88)

5. Man kann auch Ac proton definieren mit mg proton statt mo: Ac proton = 1.32fm

6. Nachweis, dass e~ und Wellenldngenverschobenes Rontgenphoton gleichzeitig ausgesandt wer-

den durch Koinzidenzmessung

7. Compton-Effekt wichtig in der Kernphysik: hochenergetische Photonen (y-Quanten) werden
stark Compton-verschoben (relative Verschiebung % wird grofer mit abnehmenden A, da A\

unabhéngig von A ist!)

2.8. Elektronenbeugung

2.8.1. De-Broglie-Wellenldnge (1924)

Auch Teilchen mit Ruhemasse haben eine Wellenlénge.

Erinnerung  Fiir Photonen gilt 5= Ak, |k| = Zn

h h
= A= — = —  (De-Broglie-Wellenlinge)
p  mu

m: Masse des Teilchens, v: Geschwindigkeit

(2.89)

Verallgemeinerung gilt fiir massebehaftete Teilchen (wie z. B. Elektronen, Atome, Molekiile)

Stand: 14. Juli 2010, 13:00
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Einkristall
(Nickel)

Abbildung 2.39: Aufbau zum Davisson-Germer-Versuch

A 40V A 54V

9 / 9

< 1(9)

Abbildung 2.40: Polardiagramme der Ergebnisse des Davisson-Germer-Experiments bei 40V und
54V

2.8.2. Das Davisson-Germer-Experiment (1918-1927, NP 1937)

Versuch Reflexion langsamer Elektronen an Kristallen (50 — 100eV)

Beobachtung

e es treten Maxima und Minima der Intensitét auf als Funktion des Streuwinkels (vgl. Interfe-
renz)

e Extrema hdngen ab von der Energie der e~ und von der Kristallorientierung
2010-04-28

2.8.3. Das Debye-Scherrer-Verfahren

Erinnerung Bragg-Bedingung: 2dsind =n\, n=1,2,3,...

Wenn Probe polykristallin, dann sind alle Orientierungen vorhanden — Rotationssymmetrie. Man
erhilt also ein ringférmiges Interferenzmuster mit Offnungswinkel 2¢9. Falls es mehrere charakteris-
tische Absténde gibt, so gibt es mehrere Ringe.

Versuch Elektronenbeugung an polykristalliner Graphitfolie
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monochromatische <>
Welle, A fest

(Rontgen, e7) <><> 29

Abbildung 2.41: Aufbau zum Debye-Scherrer-Verfahren

Abbildung 2.42: Bragg-Bedingung

Schirm Graphit-
Folie

Wehnelt-
Zylinder

Abbildung 2.43: Elektronenbeugung an polykristalliner Graphitfolie
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Beobachtung
e 2 konzentrische Interferenzringe um hellen zentralen Fleck
e Interferenzringe und zentraler Fleck durch Magnet ablenkbar
e Durchmesser der Interferenzringe sinkt mit zunehmender Up

e Aus geometrischen Uberlegungen

Abbildung 2.44: Geometrie der Offnungswinkel beim Debye-Scherrer-Verfahren

folgt: tan(29) = & ~ sin(29), sin(29) = ”Tl)‘, fiir die Wellenlédnge folgt mit der de-Broglie-
Bezichung A = \/ﬁ—UB

Folie Dopelspaltversuch fir e~ (MOLLENSTEDT, 1956)

Folie Aharanov-Bohm-Effekt: Verschiebung der Interferenzlinien durch Magnetfeld oder magneti-
sches Vektorpotential

spater Interferenz auch bei Atom- und Molekiilstrahlen beobachtet, z. B.
He (STERN etal. 1931)
Neutronen Standardanalyseverfahren in Festkdrperphysik

C60 (FuBballmolekiile, @ ~ 1nm) (ZEILINGER, ARNDT 1995) — Folie

2.9. Schwarzkorperstrahlung, Planck’sches Strahlungsgesetz

e PLANCK 1900: Beginn der Quantenmechanik

e spektrale Intensitatsverteilung der Warmestrahlung eines schwarzen Korpers
e schwarzer Korper: Idealisierung — heifses Metall, Sonne, Universum,. ..

o universelles Gesetz (KIRCHHOFF,. .. )

e cine Realisierung eines schwarzen Korpers: Hohlraum

e Loch ist schwarzer Korper.

e Intensitatsverteilung der austretenden Warmestrahlung ist identisch mit derjenigen des sich
im Hohlraum befindlichen elektromagnetischen Feldes.
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kleine Offnung ///
\ absorbierende Wande
e m- |m thermodynamischen
m y Gleichgewicht bei
/// der Temperatur T

Abbildung 2.45: Hohlraum als Realisierung eines schwarzen Korpers

A

Y

L

Abbildung 2.46: Hohlraum mit Offnung

2.9.1. Elektromagnetische Felder im Hohlraum

Betrachte kubischen Hohlraum mit Kantenldnge L:
Whiénde sollen leitend sein, dann gilt:

By _ 0.L = 0 (2.90)
y=0,L
z=0,L
Maxwell-Gleichungen — Wellengleichungen:
L1 3 .
2

mit den Randbedingungen 2.90:
Egv))\ cos(kzx) sin(kyy) sin(k. 2)

ia(mt) = ag E]%y; sin(kyx) cos(kyy) sin(k, z) (2.92)
El(;i sin(k,x) sin(kyy) cos(k.z))

mit
k:%n L omi=1,23,... , i=mzy,z2 (2.93)
ergibt sich:
V-E=0= Bk + Bk + ESk, = B, - k=0 (2.94)
Ny
— fiir jedes k = 77 = T | ny | gibt es zwei mégliche (zu k senkrecht stehende, linear unabhéngige)
Ty

Polarisationsvektoren (Polarisationen), A =1, 2.
Setze 2.92 in 2.91 ein:
V= =k = =k, —k, — kZ ~ —k’ap |

—iiz, =0 (2.95)

EA

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 35



IK IV SS 10 Prof. Dr. Burkard / Prof. Dr. Scheer

wp = clk| = ck|= g\ = —w%a];)\ (2.96)

d.h. jede Mode (E, A) des elektromagnetischen Feldes entspricht einem harmonischen Oszillator.
klassisch

ag \(t) = ag ,(0) cos(wt) (2.97)
allgemeine Losung
E=) Eg, (2.98)
kX

Energiedichte des elektromagnetischen Feldes (im Vakuum)

1 1
U(7) = 5 («B()? + —B(?) (2.99)
2 o
Mittelung iiber eine Wellenlénge:
L1 . 1, ..
U= (U@) = 5 (ol BE?) + —(BG)?))
Ho
1 1\3 5 /1\3
=52( (3) wddy+ () @iy
9
E-Feld B-Feld
1\3
= 2(5) €ar
kX
1
T I8 2%k
kX
1
U=— Z € (2.100)
kﬁ\nergie_‘der
Mode (k, M)

Abbildung 2.47: Moden im 3-dimensionalen Koordinatensystem im E—Raum, ki >0

Bilde den Kontinuumslimes:

1 (L\3
> - 3 (;) /d?’k (2.101)
ki >0
EARERY I
=< ;) ﬁ/ dkep (2.102)
1 3
- <% /d?’ksl;A (2.103)
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2010-04-30
Mittlere Energie im thermischen Gleichgewicht bei einer Temperatur 7
(e )7 = (ex)r unpolarisiertes, isotropes Feld (2.104)
U(T) = Fp 2 -47?/ dk k*{e) (2.105)
Polarisierungen
Umrechnung in Frequenzen: w = 27v = ck = k = Q%V liefert
1 2mN\3 [ 9
U(T) = @-2-477(7) /O dvv2(e,)r (2.106)
8r [
-z dvv?(e,)r (2.107)
o
=: / dvu(v,T) (2.108)
0
mit der spektralen Energiedichte
8
u(w,T) = 22 (e,)r (2.109)
c

i—’;yQ: Zustandsdichte des elektromagnetischen Feldes: Anzahl der Zusténde im Frequenzintervall

[v, v+ dv] ist i—ng dv.
Es bleibt: Berechnung von (g,)7 =mittlere Energie eines harmonischen Oszillators der Frequenz
v bei der Temperatur T

klassisch (— Ubungsaufgabe)
<5u>T = /{?BT

mit 2. 8 .
109 u(v,T) = —;TVQkBT Rayleigh-Jeans-Gesetz (2.110)
c

Problem:
u(T) :/ dvu(v,T)
0

o
= —kBT/ dvi? = , UV-Katastrophe*
0

2.9.2. Planck’sches Strahlungsgesetz

Quantenhypothese: €, = nhv, n=0,1,2,...
Wahrscheinlichkeit, dass sich der harmonische Oszillator im Zustand mit n Quanten befindet:

pn = Ce =v/kT = Ce_"h”kaT = C'pn (2.111)
=:Pn
wobei man p,, als Boltzmann-Faktor bezeichnet.
(ey)T = (e)) = (nhv) = hv(n) (2.112)

(’I’L> — ZZO:O nﬁn #VT::::B ZZO:O ne

Soh | e Y
n= n=
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Es gilt:
o o 1
—nr __ —z\" _
=) ()" = — (2.114)
n=0 n=0
und
Y e == e = (2.115)
2
n=0 dz n=0 (1 e—x)
Daraus folgt:
) = ==
n)y =
e? —1
JE— 1 B E» . ,l
(n) = Y] ose-Einstein- Verteilung (2.116)
hv
() = ST (2.117)
<e>/ hv
A
> kT
~exp(-17y) T =Y

Abbildung 2.48: Vergleich der (¢,) fiir den klassischen Fall und nach der Quantenhypothese

Einsetzen in 2.109:

h
u(v,T) = SC—ZV?’m Planck’sche Strahlungsformel (2.118)

1. Quantenhypothese: ¢, = nhr kann aus dem Formalismus der Quantenmechanik hergeleitet

werden — spéter: harmonischer Oszillator

A u(v,T)
~exp(-hv/kgl)
~\2
Rayleigh- Wien Vv
Jeans

Abbildung 2.49: Verlauf der Planck’schen Strahlungsformel

2. Grenzfalle:
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Nachtrag 2010-07-05 2.9. Schwarzkérperstrahlung, Planck’sches Strahlungsgesetz

o hy < kgT:
hv hv
hv
kpT —1ml4 —— — 14~ ——
M Tl T Y et
8 2 .
= u~ —vkpgT (Rayleigh-Jeans) (2.119)
c
e hy > kgT:
8
U R c—gyghe_hy/kBT (Wien) (2.120)
3. Gesamte rdumliche Energiedichte:
o
U(T) :/ dvu(v,T)
0
8m & V3
- ?h/o W T
 hy s kpTx
x = T v=—
8m (kgT\* [* z?
) [
C h 0 et —1
—_—
/15
Uy = 37K 18| (Siefan-Bottzmann- Gesetz) (2.121)
= ANt efan-Boltzmann-Gesetz :
_
4. Wien’sches Gesetz: 5
u(v,T) = V?’g(?) (2.122)
wobei g eine universelle Funktion ist, die nur noch vom Verhéltnis 7 abhéngt.
5. Wien’sches Verschiebungsgesetz
1 du ) ) 1 T g
R N
v WI\T ) THWINT )T o o =T
V=L

3
= —g(20) + ¢'(x0) =0
T

140)
= Ty = ? = const
= (2.123)
Die Proportionalitatskonstante folgt direkt aus dem Planck’schen Strahlungsgesetz

Nachtrag 2010-07-05
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A u(v,T)
L>T
T
Vy(T,) Vy(T,) TV

Abbildung 2.50: Abhéngigkeit der Planck’schen Strahlungsformel von der Temperatur

Gluhbirne: schwarzer Koérper
Heizspannung einstellbar
—Temperatur

X ‘ '
‘ Thermosaule

Unnems—Y-Kanal

Abbildung 2.51: Aufbau zur Messung des Planck’schen Strahlungsgesetzes
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Kapitel 3.
Welle-Teilchen-Dualismus

Frage Ist ein Elektron (Photon) eine Welle oder ein Teilchen?

Antwort — sowohlals auch
Teilchen %, Massenspektrometer, Photoeffekt, Compton-Streuung

Welle Beugung, Interferenz

Quantenmechanik weder Welle noch Teilchen, sondern etwas Neues
— Sprachgebrauch: ,, Teilchen® (manchmal auch ,, Wellen®)

3.1. Interferenzexperimente, Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Interferenz am Doppelspalt

X
1 Detektor
R | (beweglich)
Quelle 2
Schirm

Abbildung 3.1: Grundsétzlicher Aufbau des Doppelspaltexperiments

1. klassisches Teilchen (Kugeln, Schrot, Tennisbille,. . .)

X X

P, (x)

Quelle

Abbildung 3.2: Doppelspaltexperiment mit klassischen Teilchen und dessen Wahrscheinlichkeits-
verteilung

e fahre mit dem Detektor nacheinander eine Reihe von Positionen x an

e zihle an jeder Position die Anzahl der eintreffenden Teilchen wéihrend einer festen Zeit
T: N(X)>0

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 41
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wihle Schrittweite so klein, dass N(z) als kontinuierliche Funktion von x aufgefasst wer-
den kann

Np = [ N(z)dz = Anzahl der Teilchen, die den Doppelspalt wihrend der Zeit T' passie-
ren, No < N (N: insgesamt durch die quelle emittierte Teilchen in der Zeit T')

Wahrscheinlichkeitsverteilung (N, Np > 1):

Pl = Y@ /P(:U) dz =22 g (3.1)

FEin Loch wird abgedeckt:
P;(x) nur Loch 1 offen
Py(x) nur Loch 2 offen
es gilt:

— jedes Teilchen, welches auf den Schirm trifft, ist entweder durch Loch 1 oder durch
Loch 2 geflogen

2. klassische Wellen (Wasser,...) am Doppelspalt

X

Quelle 1,(x)
Schirm 1(x)

Abbildung 3.3: Doppelspaltexperiment mit klassischen Wellen und dessen Wahrscheinlichkeits-

Seite 42

verteilung

Wenn die Spaltbreite d < A, dann werden an den beiden Offnungen zwei Kugelwellen
erzeugt (Huygens’sches Prinzip).

Amplituden h(z) (Hohe der Wasserwelle bzgl. der ruhenden Wasseroberfliche) oszillie-
ren, kénnen sowohl positive als auch negative Werte annehmen.

Detektor misst Intensitét der Welle | I(z) = |h(z)|?|, man kann h(z) ~ ¢*® komplex
wahlen — hppys = Reh.

Bei abgedecktem Loch I1(z) = |hy(2)|?, I2(x) = |ha(z)|?
Amplituden addieren sich: h(x) = hy(x) + ho(x)

Intensitat:
I(z) = [h(@)[* = |hi(2) + ha(2)]? (3.3)
= [h1(2)]* + [h2(2)|? + 2Re b (2)ha(x)
— () + Ia(2) + 2 cos(p1 — p2) /Tl ‘ L= |Lld¥  (3.5)
——

relative Phase der Teilwellen

es gilt offensichtlich
I(z) # Li(z) + Ix(x) (3.6)

Alexander Kimmig, Uni Konstanz
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Schirm

Abbildung 3.4: Doppelspaltexperiment mit Elektronen (Photonen) und dessen Wahrscheinlich-
keitsverteilung

3. Elektronen (Photonen) am Doppelspalt

e Detektion: wie bei 1: | Teilchen®, P(z) = %
e Beobachtung: wenn eines der Loscher abgedeckt wird: wie bei 1
e wenn beide Locher offen sind, so erscheint Interferenz! — ,Wellen*

e Wahrscheinlichkeitsverteilung entspricht Intensitit. Quadrat einer Amplitude:

o U(z): Wahrscheinlichkeitsamplitude, Wellenfunktion
e hier: ¥(z) tatsichlich komplex! Im Allgemeinen nicht direkt beobachtbar.

o Interferenz:

P(z) = [U(2)] = W1 (x) + Ta(z)|? (3.8)
= [W1(2)]* + [Ua(z)]* + 2Re ¥} (z) Wy (z)

— Pi(z) + Po(z) + 2 cos(p1 — po)/PLPa ( U, = Wl (3.10)

Diskussion

1. klassische Teilchen: miissten diese nicht auch interferieren? — im Prinzip ja, aber: die de-
Broglie-Wellenlénge A = % ist fiir makroskopische Objekte sehr klein

2. klassisch: ,Teilchen* kommt entweder durch Loch 1 oder durch Loch 2 zum Schirm — P =
P+ P
— ist aber nicht der Fall (Gleichung 3.10), d. h. diese Aussage gilt hier nicht mehr!

Wieso nicht ,hinschauen“ (messen), welchen Weg das Teilchen nimmt? — wenn man dies tut
(z.B. Detektor bei den Lochern), dann verschwindet die Interferenz — P = Py + P

Grund: Messung des Weges (Ort) stort die Bewegung des Elektrons. Im Gegensatz zur klassi-
schen Physik ist diese Limitierunggrundsatzlicher Natur, d. h. es ist prinzipiell unmoglich,
den Weg der Elektronen zu bestimmen und gleichzeitig Interferenz zu messen.

— Heisenberg’sche Unschérferelation

2010-05-04
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3.2. Die Wellenfunktion

PLANCK, EINSTEIN:

EF=hv= h (3.11)
~—~
h/2m
DE-BROGLIE:
p = hk (3.12)

Gleichung 3.11 gilt auch fiir massive Teilchen, im nicht-relativistischen Fall gilt: p = mv¢ und
2
E = 2= Deshalb gilt:

b= = {%C g} Ei Ep;e(l):tir;ir;l( 7Zn_>02)) — Materiewelle (3.13)
freie Teilchen — ebene Wellen
U(F 1) = CelFTwt) — CeiF=Et)/h (3.14)
Interpretation W: Wahrscheinlichkeitsamplitude, d.h. Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist
P(7,t) = (7, t))? (3.15)
fiir ebene Wellen:
P(7,t) = |C|* = const
Lege Normierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung fest:
/V drP(Ft)=1  (fiir alle t) (3.16)
=|CPV=1=C= % (Phase irrelevant) = P(7,t) = % = const (3.17)
Vi<V )
Py = v
Zusammenfassend

1. ebene Welle hat einen wohldefinierten Impuls p'= hk

2. Ort des Teilchens ist vollig umbestimmt (Wahrscheinlichkeit fiir Ort des Teilchens ist gleich-
mékig iiber den Raum verteilt)

3.3. Wellenpakete

Wie beschreibt man ein Teilchen, welches einen genauer definierten Aufenthaltsort besitzt?

L hk?
i(k-7— £)
2m
. Pk .- e
\If(r,t):/(27r)3 Ye (k) (3.18)
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3.3. Wellenpakete

1D(k) 124

~0k

-

K, "k
Abbildung 3.5: Gaufs’sches Wellenpaket

Gaufs’sches Wellenpaket o
() = Ao~ F-Fo)?/1c}

berechne W(7,t) bzw. |¥(7,)|? durch quadratisches Ergéinzen (— Ubung)

Ergebnis in 3D:

7 = 1 32 (i) )20
P(7t) = [U(7 )2 = (m) o= (F=1t)/20(1)?

Diskussion

1. Wellenpaket bewegt sich
() = / d*r7P(7,t) = Ut

mit

1
3. ,ZerflieRen* des Wellenpakets (¢ > 0):
ht 2
o(t) = o (0 + (5 (O)m) > (0)”

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Abbildung 3.6: Gaufs’sches Wellenpaket im Ortsraum zerflieft mit der Zeit

Stand: 14. Juli 2010, 13:00
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3.4. Heisenberg’'sche Unscharferelation
Die Fouriertransformierte in 3.18 erhdlt Quadratnorm (Parseval-Theorem)
[@rwmi=op = [ S ame 321)
(2m)? '
mit 7 = hk folgt:
1= [ @rwee=op = [ ook ibmP (3.25)
P-Verteilung des Ortes
P-Verteilung des Impulses
1 ‘AP = N2 4p2 2
U(p)* = (P=Po)” /4R e, 3.26
V@ = (3.26)

= Wp) = (2mh)3

ist Wahrscheinlichkeitsverteilung im Impulsraum
|W(7)|2AV: Wahrscheinlichkeit, Teilchen im Volumen AV um 7 zu finden
(p)AV,: Wahrscheinlichkeit, dass Teilchen einen Impuls im Bereich AV, um p’ hat

(MAV =
W(p o it
Mittelwerte von 7 .

bo
d*r P(F)F = it = —t
Ty = / r )i -

= 0(0)2 + ( QU?g)m)z > 5(0)?
(3.27)

- [Ba o]

d3 S dBp -
= )W (7) +/ﬁpoww) = o = ko

Schwankungsquadrat:

Az? = <(7"— <77>)2>

Mittelwert von p-

= ﬁ,
=0, da f:ve_x2 dz=0
Schwankungsquadrat fiir
Ay = (7~ (7)*) = n*o
h
20
(3.29)

Aus 3.27 und 3.28 folgt dann:

h
5 Heisenberg’sche Unschdrferelation

Ax - Ap >

Alexander Kimmig, Uni Konstanz
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2010-05-05 3.4. Heisenberg’sche Unschérferelation

Ergebnisse:
saser NI | D
I L SR} A — (V ............... A i
633nm .
Polfilter P Analysator A
° Doppelspalt TIIIE:
mit drehbaren Schirm

Polfiltern P.,P,

Abbildung 3.7: Aufbau zum ,Quantenradierer*

3.4.1. Analogieversuch zum ,Welcher-Weg"-Experiment: , Quantenradierer”

Beobachtung

e Wenn P, || P»: Doppelspaltinterferenzmuster (D) ist beobachtbar; wenn Py || PoL A oder L Py
verschwinget gesamte Intensitdt wegen Absorption.

e Wenn P; L P, und eines der beiden || Py ist nur Einzelspaltinterferenz eines Spaltes (1E) beob-
achtbar fiir beliebige Stellung von A.
Erklirung Der Spalt | Py lasst keine Intensitét durch.

e Wenn P; 1P, und keines der beiden || Py ist nur Einzelspaltinterferenz von beiden Spalten
(2E) zu beobachten.

Erklidrung Durch Messung der Polarisation der Lichtwelle auf dem Schirm wire ,Welcher-
Weg'-Information vorhanden — Komplementaritat verlangt, dass Interferenz der Doppelspalte
verschwindet.

e Wenn P; | P, und keines der beiden || Py, und A unter +45° zu P} und P,, dann erscheint das
Doppelspaltinterferenzmuster wieder mit reduzierter Intensitét.

Erklérung hinter A ist ,Welcher-Weg"-Information wieder geléscht (,Quantenradierer®)

Bemerkung Die Polarisation der elektromagnetischen Welle entspricht dem Spin der Photonen
(spater mehr dazu).

Achtung hier kein Quantenexperiment, sondern durch klassische Theorie der elektromagnetischen
Wellen beschreibbar, aber das Experiment wurde auch schon mit gleichem Ergebnis mit Einzelpho-
tonen (inzwischen auch mit Atomen) durchgefiihrt.
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Kapitel 4.
Bohr'sches Atommodell

4.1. Grundlegende Experimente

e Bereits beim Photoeffekt gesehen: Spektrum der Hg-Hochdrucklampe zeigt scharfe Linien

e Rontgenspektrum: scharfe Linien, z. B. k,

4.1.1. Spektrallinien des Wasserstoffs

Balmerserie Aufbau: Glimmentladungsrohre, gefiillt mit Wasserstoff, Energieiibertrag durch e~ -
Stoke fithren zur Dissoziation der Ha-Molekiile — atomarer Wasserstoff, und Anregung zum Leuch-
ten.

H-Rohre

Objektiv < >
Schirm

Abbildung 4.1: Aufbau zur Messung der Spektrallinien

Beobachtung 4 Linien im sichtbaren Bereich
Farbe | Bezeichnung | A [nm]

rot H, 656

blau Hpg 486
violett 1 H, 434
violett II H; 410

Gleicher Versuch mit Hg und Gitterspektrometer: gelbe Linie ist aufgespalten, AX = 2nm (A =
577nm, A2 = 579nm). Fiir Na ergibt sich AX = 0.6nm (A = 589.99nm, Ay = 590.59 nm)

zu klaren
e Warum gibt es diskrete Linien?

e Warum genau diese Wellenléingen?

Fiir Wasserstoff: empirische Formel von BALMER: A = m”;—:lG mit m = 3,4,... und G =
364.56 nm.
Umschreibung der Balmer-Formel
1 1 1 1 1
1_R (___):R <___> 41
A H\qy — m2 H\22 ~ 2 (4.1)

mit Ry = & = 10967758.1m
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2010-05-07 4.1. Grundlegende Experimente

Grenzwellenléinge der Balmerserie

1 R ~
= TH mit m = 00 =  A2o0 =364.56nm = hv = 3.4eV (4.2)
[e.e]

Vorhersage weiterer Linien aufserhalb des sichtbaren Bereichs durch Rydberg-Ritz-Formel:

= RH<i - L) mit n<méeN (4.3)

n = 1: Lyman-Serie (UV)
m =2 121.6nm
m =295 95nm

Moo 91.1nm = hv =13.6eV

n = 3: Paschen-Serie (IR)
m =4 1875nm

A3,00 820nm = hy = 1.51eV

n = 4: Brackett-Serie (fernes IR)

Moo 1458 1nm = hr = 0.85eV

Ritz’'sches Kombinationsprinzip Durch Addition und Subtraktion der Frequenzen (inverse Wel-
lenlénge) der bekannten Spektrallinien findet man weitere Spektrallinien

2010-05-07

Versuch: Messung der Na-Doppellinie

Gitterspektrometer

2. Beugungs-
ordnung

Abbildung 4.2: Messung der gelben Na-Doppellinie mit Hilfe eines Gitterspektrometers

Ritz'sches Kombinationsprinzip

4.1.2. Franck-Hertz-Versuch

Aus der Kathode werden e~ emittiert und durch Sagezahnspannung zum Gitter G beschleunigt. Sie
koénnen nur zur Anode A gelangen,wenn ihre kinetische Energie ausreicht um Ug,ems zu liberwinden.
Messe den Strom Ig_,a durch Messverstarker.

Stand: 14. Juli 2010, 13:00 Seite 49



IK IV SS 10 Prof. Dr. Burkard / Prof. Dr. Scheer

hv)\ Balmer Bracket

Paschen

Y N,
n=1 n=2 n=3 n=4 N

Abbildung 4.3: Ritz’sches Kombinationsprinzip — Vermutung gleicher, diskreter Energieniveaus der
e”im Atom

klassische Erwartung:
I nimmt mit U monoton zu

|
Anode ' A (aber nicht unbedingt linear)

—|— UBrems < U Gitter

Gitter 4{)

Hg-Dampf
T=170°C

Usirer =0-70V, 5-6Hz \Beobachtung: zusatzliche

: : Strahlung mit A=254nm
UHeiz ‘ : 4,9V : > UGitter

Abbildung 4.4: Aufbau des Franck-Hertz-Versuchs und dessen Ergebnis

Interpretation Haben die e~ die Energie 4.9V erreicht, verlieren die die kinetische Energie durch
Anregung eines Hg-Atoms. Das Hg-Atom strahlt die (bekannte) Linie mit A = 254nm aus = hv =
4.9eV. e, die Stolanregungen gemacht haben, gelangen nicht mehr nach A — I sinkt. Wenn
Eyin = 9.8€V erreicht, dann kann jedes e~ zwei Hg-Atome anregen — im Atom gibt es diskrete
Energieniveaus: zum Ubergang ist ein bestimmter Energiebetrag notwendig. Anregungsenergie kann
durch elektromagnetische Strahlung abgegeben werden — Spektrallinien sind Uberginge zwischen
Energieniveaus. Maximale Energie ist die lonisierungsenergie.

4.2. Bohr’sche Postulate

1. Elektronen bewegen sich auf Kreisbahnen um positiv geladenen Kern mit diskreten Energien
(E,, strahlungslos) — stationdre Zustinde (Erweiterung des Rutherford’schen Atommodells,
nach welchem Kreisbahnen mit beliebigen Radien und Energien erlaubt waren)

2. Ubergiinge zwischen stationiren Zustinden sind mit Emission oder Absorption (Versuch: Re-
sonanzfluoreszenz) eines Photons der Energie hv = E,,, — E,, verbunden.

3. Drehimpuls auf stationdren Bahnen ist diskret (gequantelt)

J:/pdx:nh mit neN

Anmerkung Bohr’sches Atommodell veraltet, aber Zusammenhénge zwischen Kernladungszahl Z,
den Energien E,, den Radien r, behalten auch bei quantenmechanischer Behandlung Giiltigkeit!

Bestimmung der Energien E,,, der Radien r,, und Zusammenhang mit Ry aus Coulomb-Gesetz,
Energieerhaltung und dem 3. Postulat (Drehimpulsquantisierung)
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2010-05-10 4.2. Bohr’sche Postulate

Gesamtenergie eines e~ im Coulombpotential

1 Ze?
Eyes = —mu? —
8% 9 me dmegr

fiir Wasserstoffdhnliche Atome mit Kernladungszahl Z aber nur le” (H: Z =1)
o Auf stationdren Bahnen gilt: |Foouiomb| = [FZentrifugal
e Virialtheorem: Epot = —2Fkiy

e Drehimpulserhaltungssatz und 3. Postulat J = nh:

J Amegn®h?
- < o i 4.4
= Zrm? Radius (4.4)
Z%e*m 1 i
Eges,n = _Wﬁ Energle (45)
1 1
ZTn X o< n? Tn O — (4.6)
1
= E, xZ? E,x— , E,xm (4.7)
n
2010-05-10
Bemerkung
1. Feinstrukturkonstante
2 2
e e 1
— — - 4.8
“ dweghc  2e¢ghc 137 (48)
h 9 a’mc? 72
— E S = 4.9
amcZ "’ sesm 2 n (4.9)

2. Bisher betrachtet: Ndaherung mit unendlich schwerem Kern

a) Schwerpunktsystem
Schwerpunkt
r R®

Abbildung 4.5: Zur Berechnung im Schwerpunktsystem

esgilt:mr:MR,}—;:%::u<<1

Eges,n

daraus ergibt sich: r,, unveridndert (Egesn)s = o

fiir H-Atom gilt p = ﬁ <1073
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b) Betrachtung im Ruhesystem des Kerns ryelativ = 7 + R, Vrelativ = v + V' mit reduzierter

Masse mg = —1’_7_1“ = —nﬁ%

daraus ergibt sich:
n2—
ampe 72

oa?mpe? 1,

(Tn)rel =

(Eges,n)rel = - 9 ﬁ

3. Zahlenwerte s o o
a‘me” 7

(Eges,n)S YRR )
21+p) n

—_——
E1n
wobei Fy1 g = —13.59eV die lonisierungsenergie des Wasserstoffs ist.

Fiir grofsere wasserstoffahnliche Atome gilt
e F\(Z)=Z°E1n
_ 4 — -1
[ ] RH == % = 10967758.1m

e Radius des H-Atoms: ag =7 =r(Z=1,n=1)= 2 = 0.529A ~0.5A

amec

4.3. Isotopieverschiebung, Spektren H-dhnlicher Atome, myonische
Atome, Rydbergatome

4.3.1. Isotopieverschiebung

Spektrallinien der Isotope mit gleichem Z aber unterschiedlichem A sindleicht verschieden, da p
verschieden.

Beispiel
Wasserstoff H: 7 =1, A=1
Deuterium D: Z =1, A=2

= p=12 = up=2uy (— Ubungsaufgabe)

4.3.2. H-ahnliche Atome

z.B. HeT, Lit*, Bet++ U9+ .
L _ 1 1t

A A 1+ pg
4.3.3. Myonische Atome
Ersetze e~ durch Myon u~
e 1~ hat ebenfalls negative Elementarladung (Q,- = —e), aber m,, = 207me..

e 11~ entsteht bei Zerfillen von Pionen, Lebensdauer ~ 2 us, zerfillt dann weiter in e~ und
Neutrinos. Kénnen fiir kurze Zeit eingefangen werden und myonische Atome bilden.
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® T & Tnps = 200 mal kleiner.

e Photonenenergien hy, ~ hl/eZ—: = 200 mal grofler — Rontgen- und y-Strahlung.

e Da p~ nédher an den Kern herankommt, kann dadurch Ladungsverteilung im Kern studiert
werden.

e Bemerkung: In manchen Biichern wird das Myon ,,u-Meson® genannt, obwohl es sich nicht um
ein Meson in iiblicher Klassifizierung handelt sondern um ein Lepton.

4.3.4. Rydbergatome

Rydbergatome sind hoch angeregte Atome (d.h. n ist grok) — 7, sehr grof ~ 107° m — mikrosko-
pisch nachweisbar — Ubungsaufgabe

4.4. Sommerfeld’'sche Erweiterung, relativistische Korrekturen und
Mangel des Bohr’'schen Atommodells

1. Wie bei Kepler gibt es nicht nur Kreisbahnen sondern auch Ellipsenbahnen. Energie bleibt
gleich, aber Drehimpuls anders — Einfiihrung einer zweiten Quantenzahl, welche die Form der
Bahn und Drehimpuls beschreibt — es gibt mehrere stationdre Zustdnde mit gleicher Energie
— Entartung

2. Relativistische Korrekturen (Bohr-Sommerfeld relativistisch):

Auch in Ejge taucht die Drehimpulsquantenzahl j auf:

Fir H-Atom: ) .
o o' n 3 6
By mec? (1= 35 =5 (77 — 1) £+-90()
Bohr-Sommerfeld Korre‘krturen d

Beispiel dafiir ist die Aufspaltung der gelben Na-Doppellinie.

3. Mangel des Bohr’schen Atommodells
e Verquickung von klassicher Physik und Quantenphysik ohne Rechtfertigung
e Fiir grokere Atome und Molekiile (ab 2e™) quantitativ falsch
e magnetische Eigenschaften der Atome werden falsch beschrieben

= vollstdndig neue Beschreibung durch Quantenmechanik nétig
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Kapitel 5.
Die Schrodingergleichung

Ziel Wellengleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude W(7,t)
zur Erinnerung: P(7,t) = |¥(F, t)|2

5.1. Die Schrodingergleichung fiir freie Teilchen

Wellenpaket

N dgp ~ i ﬂ.f;ﬁ
¥00) = [ G 7 )

(5.1)

wobei U(p) die Fourier-Transformierte von W(7,¢ = 0), d.h. durch die Anfangsbedingung

U (7, t = 0) vollstdndig bestimmt.
Um die Wellengleichung zu finden, bilde die Ableitung:

Idee: 5 o
= D7 g7 1D g7
Vel? 7/h __)elp 7/h _pelp 7/h
or h
V2P /R — P oI/
hZ

(3 d3p 2 1 2v2\ i “*_ﬁ
i) == | —EZ () (——— ) (= i(pr—25t)/h
~ b (1) / (2mh)3 (ﬁ)< m )( WEv7)e :

ih _, d3p . (o 2t) /1
_ U i\pr—g—t)/
2mv /(27Th)3 (P)e ’

= M Gag g in

2m

hQ
ih%\I’(F, t) = —2—V2\II(F, t) zeitabhéngige Schrodingergleichung fiir freie Teilchen
m

Bemerkung
1. lineare, homogene, partielle Differentialgleichung fiir W(7,¢)
2. erste Ordnung in % =0

3. Anfangsbedingung ¥ (7, 0) bestimmt die Losung vollstidndig.

(5.2)

(5.3)

(5.4)

4. Weshalb ist die Gleichung 1. Ordnung? klassisch (Newton): z = £, p= F(z) = & = %

m

Crund: ¥(7,0) «— ¥(p) = ¥ enthilt bereits Informationen iiber Ort und Impuls!
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2010-05-10 5.2. Einfiihrung der Schrédingergleichung iiber die Hamilton-Jacobi-Theorie

5. Separationsansatz: W(7,t) = ¢ (7)x(t) in 5.8 einsetzen liefert

. h?
= pihdyx = X(—%)V% DX (5.9)
h V(7
iho In x(t) = Y QD_(,T) =: F = const (5.10)
2m o(7)
o _
Inx(t) = —%t + const = (t) = Cre EH/h (5.11)
und
h2
—2—V2gp(f') = Ep(T) zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir freie Teilchen (5.12)
m

mit F = h;—ff = () = Chelk™
5.2. Einfiihrung der Schrodingergleichung iiber die
Hamilton-Jacobi-Theorie
(— Nolting 5/1, Kapitel 2)

e auch hier: induktives ,Erraten, keine Herleitung!

e FErinnerung: analytische Machanik: kanonische Transformation
{ai}, {pi} — AahApi} i=1,....s

erzeugende Funktion: S({¢;}, {p;},t) mit

oS
pj = a_qj (5.13)
oS
¢ = o (5.14)
J
oS
H =H + 5 (5.15)
Wiihle S so, dass ¢ = const, pj; = const fiir j =1,...,s
Erfiillt, falls H = 0, d. h. mit 5.15 und 5.13
oS oS oS
Hiq, g0 22 2 )+ 22 g 5.16
<QI5 »q aql aqs ) + ot ( )
hier: einzelnes Teilchen, konservatives Kraftfeld
H=T+V = F = const (5.17)

kinetische Energie T' = %, Potential V = V(7)
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Separationsansatz

S(F.p,t) =W(rp) - Et (5.18)
Hamilton-Jacobi-Gleichung .
H(r,VW)=FE (5.19)
e i(ﬁW)Q =FE— V() (5.20)
2m

p' = const, W = const definiert Flichen im Raum, iiber die sich Wellenfronten S = const mit der
Zeit hinwegschieben.

S=const

W=C1 W=C2 W=C3

Abbildung 5.1: Wellenfronten bewegen sich iiber die Flachen mit ' = const und W = const hinweg

Geschwindigkeit der Wellenfronten

0=dS=VW.dF— Edt (5.21)

S A7 o O
u=-g,u- VW =F
=p
- E E
a|VW = u=—= (5.22)
p 2m(E — V(7))
ein 5.20 einsetzen:
P
(VW)"=—5 (5.23)

zurick zu S mit 5.18

. 1 2
(VS)? = 3 (%—f) Wellengleichung der klassischen Mechanik ( Wirkungswellen) (5.24)

Analogie zur Optik

1 92
Vip - @8—7;0 =0| (Wellenoptik) (5.25)
hier: ©w = £, n: Brechungsindex, ¢: Vakuumlichtgeschwindigkeit

n
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2010-05-12 5.2. Einfiihrung der Schrédingergleichung iiber die Hamilton-Jacobi-Theorie

klassische Mechanik geometrische Optik
hEL
k
FE FLHC
ﬁ: 6W h%ﬁ[z ebene V\E;le7 n=1 hik
U ~ ol(W—Et)h - 0~ ol m(L—ct)
Teilchentrajektorie  <+— Lichtstrahl

Wellenmechanik (7) — Wellenoptik (5.25)
e Fall n = const

mitw:uk:%k

e Fall n = n(7)

wobei ¢ jetzt schwach ortsabhéngig ist, und L(7) den Lichtweg, bzw. Eikonal bezeichnet. Fiir
eine ebene Welle gilt: L(7) = k-7

Durch Einsetzen in 5.25 und durch die Annahme, dass sich n(7) auf der Langenskala von
A= 27” nur schwach éndert, erhélt man

(VL)? =n? = = | FEikonalgleichung (5.26)

Vergleiche geometrische Optik 5.26 und klassische Mechanik 5.23:

1 d?
Vet a am
N ~— ——
2m(E—V) ckn 2
B *(;) v
2
v
mit % — —i%c — —%.
9 2m?
= VAU + =2 (E=V)¥ =0
h2
—2—V2\IJ + VU =FEV zeitunabhdngige Schrodingergleichung (5.27)
m
2010-05-12
- E  hk? oF
U (7, t) = U(F)e - - EV = ihi—
o= v | w=2 =0 e
., 0 R . . i :
1ha\IJ = —2—V U+ Ve zeitabhdangige Schrodingergleichung (5.28)
m
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Definition Hamilton-Operator:

. K2
H=——V*+ V(7 5.29
T () (5.29)

damit:
o .
ihalll =HY zeitabhéngige Schrodingergleichung (5.30)
HU = EU zeitunabhéngige Schrodingergleichung (5.31)
Diskussion

1. H bildet Funktion ¥ auf neue Funktion H¥ ab. H ist ein linearer Operator auf dem Raum
der Funktionen W,,:
H(Cl\I’l + CQ\IJQ) =c HV) 4+ HYy

spater: H ist hermitescher Operator auf dem Hilbertraum H

2. 5.30 ist ein Anfangswertproblem, d. h. fiir gegebenes H erhalte aus U(7,t = 0) die Wellenfunk-
tion W(7,¢) fir alle ¢

3. 5.31ist ein Eigenwertproblem, d. h. H gegeben, ¥ und E gesucht. Spéter: H hermitesch = 5.31
losbar mit £ € R

Eigenvektoren und Eigenwerte (V,,, E,,), n = 1,2, ..., Eigenvektoren ¥, bilden eine Basis von

H

4. freies Teilchen (V =0) = H = —%VZ

5. H kann aus klassischer Hamiltonfunktion H(7,p) = % + V(7) erhalten werden durch p —
—ihV

6. im allgemeinen kann 5.30 fiir V' (7, ¢) mit

. h?
H(t) = —5—V? t 32
(t) = —5 V" + V(1) (5.32)
behandelt werden (— Anfangswertproblem)

7. nur falls % =0, d.h. falls V = V(7) gelangt man iiber den Separationsansatz
(i 1) = WK () (5.33)
auf 5.31 mit x(t) = e
8. in diesem Fall (%—? = 0) falls 5.31 vollstéindig geldst, d.h. H¥,, = E¥, mit allen (U, E,),

n=1,s,... bekannt, dann ist auch 5.30 gelost.

entwickle

U(F ) =) en(t) T () (5.34)

n

in 5.30:

i) U= cn)HYy =Y cn(t)En Ty

n
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>, (hé, — e Ep)¥,, = 0, weil ¥, linear unabhéngig (Eigenvektoren vonH ), folgt

E
= ihé, —cnBp =0 , n=12,... = = —i#cn (5.35)
Losung:
. Ept
cn(t) = cn(0)e™ ' n (5.36)
¢n(0) folgt aus Anfangsbedingung
U(F,0) = cn(0)Tn(0) —  ¢n(0) (5.37)
n
die allgemeine Losung folgt aus 5.34:
V() =Y en(0)e W, () (5.38)
n
9. % = 0: ¢, (7) beschreiben stationdre Zustinde.
. Ent
aus 5.33 folgt: W(7,t) = ¥, (7F)e'
S SN2 12| i Ent |2 12
P(7t) = |U(F )" = [Va(F)]" [e7 0 | =|n(P) (5.39)
—_——
=1
5.3. Normierbarkeit, Erwartungswerte
Interpretation der Wellenfunktion: Wahrscheinlichkeitsamplitude
P(7t) = ‘\I/(F,t)‘2 ist Wahrscheinlichkeitsverteilung (5.40)

deswegen:
/ A2rP(F,t) = / ErE)|® =1 (5.41)
allerdings reicht auch, wenn

/ Er|w()|? = 4 (5.42)

existiert.
Sprechweise [ d3r‘\I/(F,t)‘2 existiert: (7, ) quadratintegrabel, dann definiere allgemein:
ey
P(F,t) = — 5.43
O T T ) o

Bemerkung trotzdem sind damit z. B. ebene Wellen im unendlich ausgedehnten Raum (R?®) nicht

normierbar: )
/ 33 |eiFr—wt) ‘
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Moglichkeit Box-Normierung

1 .=
U= ——cibmwt) / d3r|v)? =1
VvV v
Vorteil von 5.42: ¥ bilden komplexen Vektorraum — Superpositionsprinzip: ¥, ¥, sind Lésungen
der Schrodingergleichung = a1V + as ¥y eine Losung — Interferenz.
Faktor A hat keine physikalische Bedeutung — Wellenfunktionen ¥(7,¢) und BY(7,t) beschreiben

denselben Zustand, wobei B = 0 und unabhéngig von 7, t.
Identifiziere ¥ mit BV (B # 0) als ,Strahl* im Vektorraum H.

2010-05-14
Schrédingergleichungen:
Lo : . 3 3
1715 =HY zeitabhéngig, d.h. H = H(t) (5.44)
: : . oH
HY = EV zeitunabhéngig, d. h. B = 0 (5.45)
W: Wellenfunktion, Zustand. Losungen von 5.45:
1y Eigenvektoren = Eigenzusténde
FE,,: Eigenwerte von H = Eigenenergien
Zeitunabhangigkeit der Normierung
dA d 2 d ov* ov
Lo S @rlurnf == d3\If*\If:/< v @
at  di r[e (o) dt/ " ar - TV )T
zeitabhéngige Schrodingergleichung:
ov  h?
ih— — — V¥ F, 1)U
ih—, 2mV + V(7. t)
komplex konjugiert:
ov* h?
—ih = —— V20 L V(7 t)T*
ih— 2mV + V(7 t)
4 / W|? = l/ ( P G V\If*)w + fo( P G V)| (5.46)
dt ~ih 2m 2m " '
* — * .h
VIRZrVEY 0 [ B (evRet — 0V D) (5.47)
2m
. ik S s
= [ &V . —(TVV - IV 5.48
[ S - wsw) (5.48)
=: j(7)
= / 4*rv - (7 (5.49)

Gauk / dS-j(@) =0 (unendlich ausgedehntes Volumen — ohne Rand) (5.50)
Rand
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Lokal

=V (71

O\ 2
a{\lf(r,t){

mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(7,t) = %(\I’*(F, OV (7, t) — (7 ) VI*(F, t))

0 -
EP +Vy;=0 Kontinuitétsgleichung

Erwartungswerte Ort:
P (t) = / Bri T (7, 1))
Beliebige Funktion des Ortes:
. N
O = [ drr@)u)
Falls ¥ nicht auf 1 normiert, aber quadratintegrabel:

R GG
[ a3 w76

(F@@)®)

5.4. Die Wellenfunktion im Impulsraum

A FRT
Wellenpaket: ¥U(p) = ¥(7,t=0)
FT
Wir koénnen ¥(7,¢) fiir beliebige (feste) Zeit ¢ in eine ebene Welle entwickeln (FT)

Daraus: ) R
P(Ft) = |¥(7,t)] : W(p,t) = |V (p,t)

Parseval-Theorem der FT: W(7,¢) normiert <= W(,t) normiert

Erwartungswerte von f(7) und g(p)
0 = [ e

d3p

@)) = [ G V@0 )

Wie berechnet man (h) fiir h(7, p) z. B. Energie, Drehimpuls? — néchster Abschnitt.

Stand: 14. Juli 2010, 13:00
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5.5. Operatoren, der Kommutator, Unscharferelation

Versuche alle Erwartungswerte im Ortsraum (d.h. mit ¥(7,¢)) zu berechnen. Wie erhdlt man (p))
(lasse t weg, t fest)

d3p N 2

- U 5

(p) Grh) @\ P
=P

partielle Integration (Gauf’scher Satz), Randterme=0

)

d3 — .p(T—T
:—/ e 5)3/&?/ d%’\IJ*(F’)ihV\IJ(F)e"iP( R
T

= d3 . p(F—7
:_/ d?’F/ dWW(ﬁ)ihV@(F)/ﬁe—l“ :

=57 — )

=

_ / PRV (7) (—ihV) U (7) =: (—ihV)

= () = [ &Br¥*(F) (=ikV) U(7) (5.59)
R,A—/
=7
Impulsoperator: R
p:=1ihV (5.60)

]3’ ist ein Operator, der auf Wellenfunktionen im Ortsraum wirkt. Allgemein in der Quantenme-
chanik: Messgrofen (Observablen) <— Operatoren.

Beispiel
H = H(7,—ihV) = H(T,p)
Bemerkungen
Pz R Dz
1. 9= | py | Vektor = p'= | p, | Vektor von Operatoren, die komponentenweise wirken.
Dz P

2. Messgrofen (Observablen) entsprechen in der Quantenmechanik Operatoren, z. B:

Energie H
Impuls 5= —ihV
Ort 7 = " gemeint: 70 (7, t) = 7U(7,t) = V(7 t)
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3. Eigenzusténde V¥ eines Operators O sind solche, indenen die jeweilige Messgrofse scharf defi-

niert ist.
OU = \U
= (0% = / Aru* (70?0 (7)
= / Pru (PN U(7)
_ )\2
und damit
(A0%) = (0= (0)*) = (0%) = (0) = N = N = (5.61)

— keine Schwankung — O scharf definiert.

Beispiele

Energie o O=H, HU = EV
e U: Losungen der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung, stationére Zustande
e U hat feste Energie

Impuls o O=p, p¥ = —iha%iklf =pV (i =z,y,2)

i PiTy

e cbene Wellen, ¥ = Ce'™r

Ort o O =7 FU(F) = 7U(7) = U (F) (7 = const)

5.5.1. Der Kommutator

klassische Mechanik (Physik) gleichzeitig konnen (im Prinzip) beliebige Observablen bestimmt
werden, z. B. Ort und Impuls, Ort und Energie, F- und B-Feld,. ..

Quantenmechanik z. B. Ort und Impuls eines Wellenpakets — Observablen kénnen nicht immer
gleichzeitig scharf bestimmt werden. Wann kénnen A und B beide scharf bestimmt werden?

— Zustand, der gleichzeitig Eigenzustand von A und B ist (— mittlere Schwankungsquadra-
te=0)

— allgemein: alle Eigenzustiande von A sollen auch Eigenzustinde von B sein:

Av, = a,7,
B b0 }<AA2> = (AB?) =0 (5.62)

wann ist dies moglich?
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Waihle W beliebig. Schreibe ¥ =" ¢, ¥,,, dann:

AU = Z cnflllfn = chan\I’n
n

n

BY =) c,BY, =) by ¥y
n n
BAU = Z cnanB’\IJn = Z Ccnanbn ¥y,
n n

ABU = Z Cnbn AW, = Z Cnbnan ¥

= ABU = BAV fiir beliebige ¥ = AB = BA

A~

Definition Der Kommutator von A und B ist [fl, E] .= AB — BA. Notwendige Bedingung dafiir,
dass A und B gleichzeitig scharf bestimmbar sind ist:

[A,B] =0 (5.63)

Bedingung 5.63 ist auch hinreichend, denn: falls [A,B] =0und AV, = a, ¥, (n=1,2,...), dann
folgt BAW, = anB\I/n, ABV,, = a,B%¥,, = BU, ist eigenzustand von A mit Elgenwert Q.

— im einfachsten Fall: alle a, verschieden (kelne Entartung) dann ist B, o ¥, schreibe
BU, = b,V,,: U, ist gleichzeitig Eigenzustand von A und B.

— falls mehrere a;, gleich, dann kann man immer Linearkombinationen der ¥, finden, sodass
AV, = a,V,, BV, =b,7,

Satz A, B Observablen, A und B sind gleichzeitig messbar <= [A,B] =0 (7,121 und B sind
kompatibel®)

Beispiele

piti ¥ (7F) = —iha%mlf(v?) L=2,Y,2
= —inV(F) — ihmam—:a
= —ihW(F) + fl-ﬁl-\lf(F)l
[pi, 7] W (F) = =ik (F)

VU ist beliebig = [p;, 7] = —ih
was ist mit 7; und p; (i # 5)? = [y, pj] = 0 fiir (i # j)
Allgemein:

[Fi, D] = ihd;; (5.65)

75, 7] = 0 (5.66)
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[Di,Dj] =0 (5.67)

[H, 7] #0 (5.68)
es gibt keinen stationéren Zustdnd mit scharfem Ort — Zerfliefen des Wellenpakets
5. freie Teilchen: V' =0 (oder V' = const)

= [H.5] =0 (5.69)

6. O beliebig: o
[0,0] =0 (5.70)

Was passiert, falls [121, B] # 0= — minimale Unscharfe.
Zuerst noch:

5.5.2. Hermite'sche Operatoren

Definition Ein Operator O heift hermitesch, falls fiir beliebige ¥ (7), Uy (7) € H
/ APr U (F) Oy (F) = / d3r (O (7)) " Wa(7) (5.71)
gilt.
Beispiele
e Ort: O = 7%’, 7 = 7 = 7 ist hermitesch
e beliebige reelle Funktion von 7, z. B. V(7)

e Impuls O = ﬁ': —ihﬁ, Beweis:

/ V(i) I (i) / (FU)0,
= _(_ih)/(wfl)*%
= /(-ihﬁzl)*%

= ist hermitesch

e X0 (wobei O hermitesch, A € R) ist ebenfalls hermitesch

e Potenzen von hermiteschen Operatoren: O", falls O hermitesch, z. B. p2,x2, ...
e Summen von hermiteschen Operatoren, z. B. p? = p2 + pz +p?, somit ist auch H= ﬁﬁQ +V(7)
hermitesch

e AB + BA (wobei A und B hermitesch) ist wieder hermitesch
e i(AB — BA) =i[A, B] ist hermitesch, falls A und B hermitesch
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Physikalisch Observablen «— hermitesche Operatoren, denn: Erwartungswerte von hermiteschen
Operatoren sind reell:

(OY* = (/ \11*0\11)* - /fo(o\If)* - /(0\11)*\11 - /\11*0\11 = (0)
damit: Eigenwerte von O reell, in Figenzustand ¥, ist (O> =M ER

5.5.3. Minimale Unschiarfe: Heisenberg'sche Unscharferelation

gegeben: U beliebig mit |U|? =1, A B hermitesche Operatoren. ) o )
definierte (A) = [¥*AV, (B) = [V*BY, AA := A— (A), AB := B — (B), ¥4 := AAT =
(fl - (A))\I’, Up:=ABU = (E - <B>)Qf (— nicht normiert)

Norm:

ebenso fiir B: [ |¥p2=AB?
normiere Wy g:

. ¥, By . . .

A = 7~ = — s B = — =
NI JIggp A8

0< /w :/|\PA|2+/|WB|211/\1/*A@B:F1/%@A

definiere {4 := V¥, £ V¥p
1> q:% /(\p;\pB WLy ( - AAAB

AAAB = T / (Uil — Tpla)
AL L1 / U (AAAB + ABAA)W

hermTtesch 2

— 5L ((AB) — (A)B) — (BA)+ (B)(A)
— AAAB > :F%(<AB> —(BA)) = ;%([A,BD (5.72)
=248 > J|[([4, BY)||  Heisenberg’sche Unschiferclation (5.73)
Beispiel [z,p] = ih = |AzAp > 7—;
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Kapitel 6.
Teilchen in einer Dimension

Anwendung des Formalismus aus Kapitel 5

Motivation

e Losen der Schrodingergleichung an konkreten Beispielen {iben

e vergleichsweise geringer Rechenaufwand in einer Dimension

e allgemeine Eigenschaften der Quantenmechanik bereits in einer Dimension vorhanden

e einige ,echte Probleme sind eindimensional:
— niedrig-dimensionale Systeme: Kohlenstoff-Nanorchrchen, Halbleiter-Nanodréhte
— Systeme mit Translationssymmetrie in zwei Raumrichtungen: V() = V(z); separiere
U(7) = U(x) elPyy/hpipzz/h
——

eindimensionale Schrodingergleichung

Nicht eindimensional |6sbar

e zentralsymmetrische Probleme, z. B. H-Atom, aber

e Radialproblem bei H ist eindimensional!

Schrédingergleichung in einer Dimension  zeitabhingig (¥(z,t)):
L4 2 0%V
iha— =HV = h” o

8t —%w + V(:C)\I’ (6.1)

(Anmerkung: Operatoren ab jetzt ohne Dach!)
zeitunabhéngig (V(x)):

h? d*w

HV=FE¥V=————

2m dax?

hier: zeitunabhéngige Probleme, d. h. 16se 6.2. Z. T. betrachten wir auch nicht-stationare Losungen
(Streulosungen, Wellenpakete). Jetzt 16se HV = EV fiir eine Reihe von V(z)

+V(z)¥ (6.2)

6.1. Randbedingungen an Unstetigkeiten

betrachte: stiickweise konstantes V' (z)
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AV(X)

>
X
Abbildung 6.1: stiickweise konstantes V' (z)

Losung fiir V=10
2 2w ) 21.2 1
_h_d_:qu%q;:Cel’“ , @:E , k=—=-V2mE
2m dz? 2m

e £ >0 — k reell, ebene Welle, ¥ normierbar fiir beliebiges V'
e F <0 — k imaginir, e** ~ "% mit x € R, nicht normierbar — unphysikalische Losungen

— H hat kontinuierliches Spektrum von Eigenwerten (Energien) bei E > 0

Losung fiir V = const nur unwesentlich verschieden:
R? 4?0
2m da?

= ebene Wellen mit k = +/2m(E — V)

Was passiert fir £ < V? k = ik, Kk € R — geddmpfte Welle e™* — nur im endlichen (oder
halbendlichen) Raum normierbar:

=(E-V)¥

e (k>0) e (keR)
Abbildung 6.2: Wellenfunktion an Potentialstufe

Wie geht das ,zusammenkleben von Losungen an den Stufen von V(z)? Nehme an, V' (z) habe
eine endliche Stufe (Unstetigkeit) bei = xy. Behauptung: ¥(x) und ¥'(z) stetig bei z = xo
Beweis: nehme an
1. ¥ sei unstetig bei x = xg = V'(z) ~ §(x — x¢)
2. U’ sei unstetig bei x = xg = V' (z) ~ §'(z — x0)
aber Schrodingergleichung
h2

—%\If”(:c) = (V(z)— E)¥(z)

hat héchstens endliche Stufe
= Widerspruch = ¥(z) und ¥’'(z) miissen stetig sein falls |V (z)| < oo
Warnung: gilt nicht fiir V(z) ~ §(x — z9) — s. spéter!

2010-05-19
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6.2. Potentialstufe

Abbildung 6.3: Potentialstufe

Wir nehmen folgendes Potential an:

0 ; 0
V(x): ;T <
\% ;x>0

mit V' > 0. Losungen existieren fiir £ > 0, zwei Félle: £ >V oder 0 < E <V

allgemein
e fiir x < 0ist p=hk =vV2mE

o fiir x> 0ist p=hk=+/2m(E—V)

Fall1: E>V

e Losung fiir > 0 ist R mit & reell

e klassisch: Aufenthalt des Teilchens auf beiden Seiten der Stufe erlaubt, mit der de-Broglie-
Beziehung p = hk
Fall 2: £ <0
o z>0: eife mit imagingrem k
klassisch: Aufenthalt nicht erlaubt
schreibe k = ix: €72, k = \/2m(V — E)/h, & reell, k > 0

57 igt nicht normierbar!

e e "*: exponentiell gedampfte Welle

Behandle ersten Fall als Streuproblem, d. h.:

reﬂgktierte Welle

e transmittierte Welle
einlaufende Welle +ikx >
+ikx > e

Abbildung 6.4: Ansatz zum Streuproblem
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IK IV SS 10
Ansatz:
Y(r) = A ek 4 pe~ike ;<0 (6.3)
T) = = .
teike ; x>0
Stetigkeit bei = 0 bedeutet
fir U(z): AQ+r)=At=1+r=t
fiir U/(x): A(ik — ikr) = Aikt = k(1 —7r) = kt
eliminiere £
-k k/lk—1 k—k
1+r=t==(1- = = —= = = 6.4
' FL-) KE+1 k+k (6.4)
einsetzen:
_ 2k
t=14r=——= (6.5)
k+k
6.2.1. Teilchenstromdichte
jlx) = —2—(\11 (w)\lf'(:v) — \I’(ac)\lf' (w)) = —Im {\If (w)\lf'(x)} (6.6)
m m
<0
A . . . .
. 2 —ikx * ikx\ (:1..1kT . —ikx
j(x) =1A4| Elm{(e + r*e®) (ike'™ — ikre )}
h . .
= |A]*—Im {ik: — ik|r|? —ikre= 2k 4 ikre+2lkm}
m
reell (da z + z*)
hk
— AZ_ 1— 2 —
APy =
z >0
h oy
i(x) = |A|*—Im {[f|*ik
@) = |AP Lt {7238
hk k-
= |AP=7)? ‘t =/t
iy ’
= AP 2
m
zusammen
1—|r|? ;o <0
() = AL Lt 6.7
@) = | |m{|t|2 S (67
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Zeitpunkt t Zeitpunkt t+dt

P dt=1

P: Aufenthalts-
wahrschein-

&\ g lichkeit

dx

7

Abbildung 6.5: Zur Normierung der Teilchenstromdichte

Normierung einlaufende Welle <— 1 Teilchen mit Geschwindigkeit Z

Kontinuitétsgleichung:
. dez p
J A T m
normiere die einlaufende Welle |A|?e!*® auf 1 Teilchen mit Geschwindigkeit £ = [A|? = 1, wihle
Avreell, A=1

gezeigt: eine Moglichkeit, ebene Wellen zu normieren.

AV L T 4 2 9 T
=2 BBy o ke kAR 2k (6.8)
(k+ k)2 k k(k+k)?2 (k+k)?
2 o (k+ k)
=r 4+t =—===1 6.9
P+ = (69
._ D 2 D2
=—(1- = —[t|" = t 1
j= L0 —1r) = Ly = cons (6.10)
Bemerkungen zu Fall 1 (E > V)
1. Zeitabhéngige Losungen: Wellenpakete
O\ ipk/h | P=P n—ipz/h)o—iE(p)t/h . <0
Yot = {fo‘” dﬁpz(e i :r/ﬁpﬂfE( )t/h)e . (6.11)
o 3 U(p)(ePr/M)e i EW ;x>0
t<0 t>0
1
Ro/m \
L5 M Mol
Xo

Abbildung 6.6: Aufspaltung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit

2. bei t > 0 wurde das Teilchen nicht aufgespaltet! |\I/(x,t > O)‘2: Wabhrscheinlichkeitsverteilung,
|t|?: Wahrscheinlichkeit, dass man das Teilchen rechts der Stufe findet.

3. P # p: Impuls nicht erhalten, fir U(z) (statischer Zustand): Impuls nicht scharf definiert.
e klassisch: H = % + V(x), {H,p} # 0 (Bemerkung: {-,-}: Poisson-Klammer)

e quantenmechanisch: [p, H] # 0, Heisenberg’sche Unschérferelation

4. Reflektion fur E > V:

o Welle: klassisch erwartet, z. B. Impedanzunterschied bei Wellenleitern
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e Teilchen: klassisch nicht moglich, dass Teilchen reflektiert wird!

5. klassischer Limes existiert fiir Potentialstufe nicht, da die Lénge, auf der sich das Potential
dndert hierfiir grofser als die Wellenldnge sein muss!

Behandlung Fall 2 (E < V) k=ik, kE€ER, k>0

A

Abbildung 6.7: Wellenfunktion an Potentialstufe fir £ < V

b 4 po—ike ; links von Potentialstufe
¥(x) =

te™"° ; rechts von Potentialstufe

hier: Kk = /2m(V — E) >0
Randbedingungen: 1+ r =1, ik — ikr = -tk = t = —i%(l —r)

k—ik 9
= == 1
- k+ik I
Stromdichte:
() A=) =0 ; 2<0
T) = N
J LEPIm{-k}=0 ; x>0

vollstdndige Reflektion an der Stufe, aber: Teilchen kann sich mit endlicher Wahrscheinlichkeit
rechts der Barriere (x > 0) im klassisch verbotenen Berech aufhalten!

Wie kann es sein, dass das Teilchen bei x > 0 ist, wenn die Energie nicht ausreicht? — Unschér-
ferelation [H,z] # 0. Wenn Teilchen bei z > 0 ist, dann ist Az ~ 1 ~ h

V2m(V—E)

1 =2
AEAmz—‘<[H,x]>‘ L AE>P gy (6.12)
A I N 2

m

IR

2010-05-21

6.3. Der Tunneleffekt

Im vorherigen Abschnitt gesehen: Teilchen kann mit endlicher Wahrscheinlichkeit in ein klassisch
verbotenes Gebiet, in welchem F < V gilt, eindringen. Als Konsequenz daraus folgt der Tunneleffekt.
Betrachte nun die Potentialbarriere

v ;02 <
V(z) = { o= (6.13)
0 ;  sonst

mit V >0
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A
a
e
\Y
NN
0 a >

Abbildung 6.8: Potentialbarriere der Breite a und der Héhe V/

Ansatz fir 0 < E <V

eika: +re—ikx : <0
U(z) = Ce™ "% + Deth® ; 0<z<a (6.14)
telk(z—a) ;o x>a

mit k=% =+v2mE/hund k = \/2m(V — E)/h

Randbedingungen bei = 0, a:

v v’

x=0 l1+r=C+D ik(1—r)=kr(C — D)
x=a | Ce "+ De" =t | k(—Ce " 4 De"?) = ikt

eliminiere t:

Ce ™™ + De =t = i%(Cef”w — De"%) (6.15)
eliminiere 7: .
C—i—D—l:r:—iE(C—D) (6.16)
(em(1 i) (14 k) <c> _ <0> 617
1+ — k& D 2
mit 1+ % =:zund 1 — % =: z* ergibt sich:
D=—eio_2_Zg
z z* z*
c-2 |2I° - 2
2% 22 6—2,‘@(1(2*)2 z — e—ZHa(Z*)Z/Z
;= C(e—na o e/@a62/@a£> _ Ce—na<1 o Z_*) _ Ce—/@az -z
z z z
4iIm z
=t= 22pka _ efna(z*)2
jetzt e*"% = cosh(ka) + sinh(ka)
4il
= me (6.18)

(22 — (2*)?) cosh(ka) + (22 + (2*)?) sinh(ka)

mit 2 =145, 22 = 14 285 — 5 (29)2 = 1 — 2% — 55 ergibt sich 22 + (2*)? = 2(1 - ’,‘;—i) und

k2
2% — (2*)? = 4i%. Durch Einsetzen erhélt man schlieRlich:
dik/k
‘= ir/ . (6.19)
4i% cosh(ka) + 2<1 — %) sinh(ka)
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2ikk
t=S(F)= 6.20
~ (E) 2ikk cosh(ka) + (k% — k?) sinh(ka) (6.20)
mit € = ﬁ2,-;7¢k2 ergibt sich noch
1
S(E) = _ (6.21)
cosh(ka) 4 5 sinh(ka)
Transmissionskoeffizient:
2 1
{S(E)| = 2 €2 . 2
cosh®(ka) +5 sinh”(ka)
—_——
1+ sinh?(xka)
_ 1
N €2 s 12
1+ <I + 1) sinh*(ka)
: _ K2-K%2 _  V2E 2 (V—2E)? . .
mit € = “ 7% = JOU—BF € = V=BE ergibt sich
62+4:(V—2E)2+4(V—E)E: &
(V—-E)E E(V —-E)
Eingesetzt ergibt sich
|S(B)|* = : . (6.22)
I+ m sinhQ(\/Qm(V — E)a/h)

Klassischer Grenzfall: ,i — 0% |S(E)‘2 —0
Grenzfall: hohe und breite Barriere: ka > 1

1
sinh(ka) = e >1 = |S(E)‘2

_16E(V — E)
: Sy

V2

e—QHa

Der Vorfaktor der Exponentialfunktion kann als logarithmische Korrektur des Exponenten be-
trachtet werden. Fiir 0.1 < E/V < 0.9 kann diese vernachléssigt werden:

N ‘S(E)‘Q ~ 672110, — 672\/2m(V7E)a/h (623)

\/\/\ g”

B N

Abbildung 6.9: Tunnelung durch eine Potentialbarriere
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2010-05-21 6.4. Gebundene Zustande: Potentialtopf

AV(r)

—>>
r

Abbildung 6.10: Potentialverlauf beim «-Zerfall

Metall Metall

Isolator ~ 10nm

)
W

Abbildung 6.11: Messung des Tunnelstroms durch einen Isolator

Anwendungen
1. a-Zerfall
e Lebenszeit von Atomkernen (Wahrscheinlichkeit pro Zeit) (— Ubungsaufgabe)
2. Festkorperphysik

e Tunnelstrom I(V)
o ersetze Metall durch Supraleiter (Josephson-Effekt)

3. kalte Emission von e~

AV(X)
Uion
E‘ ..............................
Metall Vakuum X

Abbildung 6.12: Potentialverlauf bei kalter Emission von e~

6.4. Gebundene Zustande: Potentialtopf

bisher
e nur ausgedehnte Zusténde, weil V' — 0 fiir || — oo und V' > 0

e kontinuierliches Spektrum E > (alle E > 0 sind Eigenwerte von H)
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jetzt

e gebundene Zusténde (endlicher Raumbereich)

bilden sich in Raumbereichen, wo V' < Vi, vobei V(z) — Vi fir |z] — oo

i

V<V,

Abbildung 6.13: Potentialtopf mit V < Vi

auch hier gibt es (zusétzlich) ausgedehnte Zusténde

entspricht Situation bei Atomen

fir £ > V, (Kontinuum)

6.4.1. Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden

AV(x)

- 0<E<w

a2 a2z >x

Abbildung 6.14: Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden

V(z) = {0 B

00 ;o |zl >a

k=2m(V —E) > 00 = e*“a—>0,\p<\x1>%):o

Randbedingungen \I/(:I:%) =0
Ansatz (fiir |z| < §):
U(z) = Aeh® 4 Be~ihe ,

in Randbedingungen:
a

\Il<i§) = Ae*he/? 4 eFikal2 —

eika/2 efika/2 A _
o—ikaj2 ka2 ) \ g =0

=M

Losungen aufer A = B =0 (¥ = 0, nicht normierbar) gibt es nur, falls:

det M = &% — ¢71*¢ — 9i5in(ka) = 0
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2010-05-25 6.4. Gebundene Zustande: Potentialtopf

also fur

k=k,=’n| ., n=1,2... (6.28)
a

Lésung fiir n = 0 ergibt ¥ = 0, also nicht normierbar — keine Lésung. Losungen fiir negative
Werte fiir n vertauschen lediglich A und B — keine neuen Loésungen.

_BkE R

= —— =1,2,3,... 6.29
"Tom  2maz’ | T O (629)

einsetzen: .
e:l:ik:a/a — e:l:i%n — <e:l:i%) — (:l:l)n — (:l:l)nln

in M einsetzen:
A+ (-1)"B=0 (+ Normierung)

1. n=1,3,5,... ungerade = A= B:

U, (z) = \/gcos <n§x> (6.30)

2. n=2,4,6,... gerade = A= —B:

U, (z) = \/%Siﬂ(ﬂ%l‘) (6.31)

//////’\Uﬂx|>a/2)=0

::tiz//\v'unsteﬁg
=n=1
-a/2 alZ >x

Abbildung 6.15: Losungen der Wellengleichung im Potentialtopf

Bemerkung
1. E; > 0 wegen Unschérferelation (— Ubung)
2. Anzahl der Knoten von V¥ in |z| < § ist n — 1

3. W' unstetig bei £ § wegen V = oo

6.4.2. Paritat

Definition Paritétsoperator (Paritét):

PU(z) = U(—z) (6.32)
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Eigenschaften
1. P ist hermitescher Operator
2. P2 =1 (wobei 1¥(z) = ¥(z))
3. Eigenwerte sind 1 (folgt aus P?¥ = \2¥ = \2 =1 = \ = +1)
Betrachte H = % + V(z) mit V(—z) = V(z), fir alle ¥ gilt dann

PHV(z) = P(% + V(x))\IJ(x)

2
= (f—m + V(=) ¥(-2)
— Vi)
= HVY(—x) = HPY(x)

=~ PH=HP = [P,H =0 (6.33)

= stationére Zusténde (Losungen der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung) = Eigenzustén-
de von H konnen Eigenzustdnde von P sein

Eigenzustinde von P
o \=+1: PU(z) = ¥(x), d. h. ¥(—z) = ¥(z) — symmetrisches ¥(z) — cos

e \=—1: PU¥(z) = —¥(z), d.h. U(—z) = —V¥(x) — antisymmetrisches ¥(z) — sin

2010-05-26
6.4.3. Potentialtopf mit endlich hohen Wanden
AV(x)
>
a2 a/Z'V(X)z'V
Abbildung 6.16: Potentialtopf mit endlich hohen Winden
-V ; <a/2
V(z) = Colelsa2 )
0 ;x| > a/2
1. gebundene Zusténde (—V < E < 0), allgemeiner Ansatz:
%eikx + %e—ilm : |x| < a/2
U(z) = Cer® ;o x < —a/2 (6.34)
De™ " ;x> a/2
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mit k = /2m(V + E)/h und k = vV—2mE/h
Symmetrietiberlegung: V(z) = V(—x) 042 U(—z)==xV(r) = B=+A,D=+C
neuer Ansatz:

symmetrisch (gerade)

Acos(kx) ;2 <a/2
W)= T ' (6.35)
Ce ;x> a/2
antisymmetrisch (ungerade)
Asin(kx) ;x| <a/2
W)= " . (6.36)
Ce sgn(z) ;o |zl > a/2

Die moglichen Losungen werden durch die Randbedingungen bei x = +a/2 bestimmt:

gerade Losungen:
ka —Kka/2 : :
ACOS(7> =Ce (Stetigkeit von W)

k
—Ak sin(7a> = —Cre /2 (Stetigkeit von ¥')

dividiere untere durch obere Gleichung:

k
ktan(%) =K (6.37)
ungerade Losungen:
ka
—k cot (7) =K (6.38)

mit k = v—2mE/h und k = \/2m(E 4 V') /h sind 6.37 und 6.38 die Bestimmungsgleichungen

fir E. Diese konnen nicht analytisch, sondern nur numerisch oder graphisch gelost werden.
Mit k2 = —2mE/h? = —k? + 2mV/h, z .= %2 = &, 2m(E +V)/h und ¢ :== &V2mV /h —
TP VA S ergibt sich:

.= kaj2 — ~ 2
2 _ 2
tan(z) = Y& - & (6.39)
2 _ 2
cot(z) = — ¢ . : (6.40)
p=t=a POm(E+V)>0
42°h?
E= - 41
= ST 14 (6.41)
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JC -z

tan(z) -cot(z

F SN

- Ly >
¢,n2 nl 3m2 2n Z

Abbildung 6.17: Grafische Losungen der Gleichungen 6.39 und 6.40

Bemerkungen

Q) Vo0=(=0=zosnl E:=E+V =200,

2m0L2 n
b) fiir beliebig kleine V' > 0 gibt es immer eine symmetrische Losung, aber sobald ¢ < 7 ist,
gibt es keine antisymmetrische Losung mehr.

¢) Vklein, ( < 1: weil 2 < (< 1= 2z < 1. tan(z) ~ z und 6.39 — 2% ~ /(2 — 22

—1—¢? nicht moglich, da z > 0
¢* —¢*

Taylor-Entwicklung: 1 4 2¢2 —2¢*

1
A2 =0=2 =2 (12 V/1442) ¥
2 S———

in 6.41 einsetzen:

a*mV?
2h?

2. E > 0: ausgedehnte Zustiinde: Resonanzen (— Ubung)

E=—

%(eikx + e~ k) ;o zl <a/2
U(z) =] 9% 4 pe197 ;< —a/2 (6.42)
S(E)elt” ;x> a/2
mit k = /2m(E +V)/hund ¢ = vV2mE/h
Ergebnis:
k% +q% | -1
S(E) = <cos(/<:a) T3 ke sm(k:a)) (6.43)
2 V2 .9 -1
= |S(E)|" = <1+msm (\/2m(E+V)a/h)> (6.44)

a) Vergleiche Transmissionskoeffizient 6.44 mit |S (E)‘2 fiir Tunnelbarriere (6.22):
Ubergang V — —V und sin(iz) — isinh(z) in 6.44 fiihrt auf Gleichung 6.22
b) ‘S(Eﬂ2 = 1, wenn sin = 0, d. h. fiir

Vv2m(E+V)a/h=nr , n=12,...

d.h. falls B, = 27 n2 —

V >0, wobein=1,2,...,s0dass £, >0
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\ |S(E)|? Resonanzen

/W\

Abbildung 6.18: Resonanzen

-

E

c) Vergleiche 6.43 mit Losungen fiir E' < 0: setze S(F) analytisch fort fiir £ < 0: S(E) hat

ktan(ka/2) = K , )
Pol, fall t k=+v—-2mE =
ol, falls {kcot(k:a/Q) __, mits VvV —=2m iq

S(F) — oc:
o auslaufende Welle ohne einlaufende Welle
e auslaufende Welle ist gedampft

= Pole von S(FE) entsprechen gebundenen Zustanden!

2010-05-28

6.5. Delta-Potential

Potentialtopf mit endlichen Wénden:

ma2V?
V%O:Ew—w—w
a—>0=F—0

jetzt: aV =const = A\, a —» 0, V — o0

e

Abbildung 6.19: Delta-Potential: aV' = const

Behauptung Im Grenzfall a — 0, V — oo mit aV = A\ = const existiert ein gebundener Zustand
(A<0)

Grenzfall: V(z) = Ao(z)

Losung (F < 0):

e ;<0 —2mE
U(z)=C ’ = Ce "l , K= 6.45
(@) {e_’m ;T > 0} h ( )
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o erfiillt bereits: W(x) stetig bei x =0
e U/(z) ist nicht stetig bei x =0

Bedingung bei z = 0: Schrédingergleichung

h2
—— V" (z) = (E - Xo(z)) ¥ ()

2m

Integriere von —e bis € (und anschliefend e — 0):

h2 €
(W (e) ~ W () = E/ U(z) dz —AT(0)
—_———
—0
_ 2mA
e—0: |0 -V ()= F\If(o) (6.46)

\IJ’(x):Cﬂ{e 3 @<

—e ;x>0
2

T(04) - W(07) = Cr(—1— 1) = —2Ck = };”AC
v —=2mE m m A2
Normierung
1 ;/ ‘\I/(x)|2dm
= |C|2/ e 2kl 4y
= 2[6’\2/ e 2T g
0

1 o0 2
— 2|C|2—672I€$ _ ﬂ

—2K 0 K

= |C? =&
wihle C =k = —;in)\

6.6. Periodische Potentiale

e Findimensionale Kristallgitter

e Anwendung: Festkorperphysik (meistens in 3D)
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p?
H=—+V
5 V(@)
mit
V(z+a)=V(z) Vx (6.48)
Symmetrie: Translation. Translationsoperator:
T,¥(z) :==¥(z +a) (6.49)

Es gilt [Ty, H] = 0. Eigenzustidnde von Ty, T,¥(z) = ¥(z +a) = A¥(z). Damit AV (z) = ¥(z +a)
wieder normiert ist, muss |A|? = 1 sein.

AP=1 = X=¢¥ , peR
definiere jetzt k := 2 und erhalte damit A\ = etk
= T,U(z) = U(z + a) = ¢**W(z)

Definiere: uy,(x) := e **W(z), dann gilt ug(z + a) = uy(z)

Bloch-Theorem Die Eigenzusténde eines periodischen Problems mit [H,T,] = 0 haben die Form
U(z) = ey (x), wobei ug(x) periodisch ist: ug(z + a) = ug(z).

Bemerkungen

1. V. = 0: ebene Wellen (ur = const); V # 0 und periodisch: ebene Wellen, moduliert mit
periodischer Funktion wuy

2. Wertebereich von k: Eigenwerte: A = ek0 = ¢¥'a falls k = k' + %”n Somit kann k£ im Bereich
=2 <k < 7 gewihlt werden.

Setze W(x) = e*uy(z) in Schrodingergleichung <—%dd—;2 —|—V(x)> U(z) = E¥(z) ein und benutze

V'(x) = d;dmeikxuk(x) = ikel*uy () + eilm%
; e d oy A2 ; d . \2
U (z2) = —k%e *2yy (z) + 2ike't® dl;k + elke d;f; = elke (Elk> ug ()
Dividiere durch e'**
R pd o \2
= [—% <a + 1k> + V(z)|ug(z) = Epug(z) (6.50)
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V(z), ux(x) periodisch — Fourier-Reihe

; 27
_ iqr _ 2" 7,
V(z) ;V(q)e , g=—m ., ne
1 a/2 )
Vig) = —/ dz V(x)e 9"
aJ_q/2

v(@) = 3 uilg)d®”

. . o d .
einsetzen in 6.50: - — iq

h2 i SO0
> [%(q + k) — Ek] ur(q)e™ + > V(g Yup(q)e T =0
1 q'q

n’ i i
5 [0 8wt + Vi e oo <
q q

Fourier-Reihe von 0 = alle Koeffizienten = 0, d. h.

2
[h—(q +k)? - Ek} ur(@)e” + > V(g — ' )ur(q) =0 (6.51)

2m
q

1. Fiir jedes feste k € [—7/a, m/a] ist dies ein lineares Gleichungssystem fiir ugx(q), ¢ = Zn,n € Z
2. Ej unbekannt — Figenwertproblem fiur ug(q) und Ej,
3. Im Allgemeinen unendlich viele Gleichungen und unendlich viele Unbekannte

4. Losungen (fiir festes k):

) : :
00 ui(q) | = By | u(q)

!

2
5. freie Elektronen V = 0, Eigenwerte Ej, = h—2(k‘—i—q)2 = % (k:—|— %’Tn) reduziertes Zonenschema

2m

Energieltcke fur
} fast freie Elektronen
2|V(q)|?

“al2 al2’k

Abbildung 6.21: freie Elektronen in einem periodischen Potential: reduziertes Zonenschema
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2010-06-02 (gehalten von S. Gerlach) 6.6. Periodische Potentiale

6. V(z) =AY _ 6(x — na) Kronig-Penney-Modell (— Ubung)

7. fast freie Eletronen: V klein — Energieliicke u(0), uy (2”>

a

2010-06-01
2
1. freie Elektronen V' = 0, Eigenwerte Ej, = %(k—i—q)2 = % (k:—i— %’Tn) reduziertes Zonenschema
z
Energieltucke fur
} fast freie Elektronen
2|V(q)|?
al2 alZk

Abbildung 6.22: freie Elektronen in einem periodischen Potential: reduziertes Zonenschema

2. V(z) = AY00 __ d(z — na) Kronig-Penney-Modell (— Ubung)

3. fast freie Eletronen: V klein — Energieliicke u(0), uy (%{)

Zustinde: niherungsweise ebene Wellen e/*® (uy(0) =~ 1)

Vg
@) ~ Dy (0) (6.52)
am (K +0)? = By~~~
I il
2m
Nenner = 0, falls (k + ¢)? = k? (Bragg-Bedingung)
2 2

q:—ﬂn , NeEZ ; 7”L:1:>q:—7T
a a

Niherung: beriicksichtige nur 2 Fourier-Koeffizienten von uy,(z): ux(0) und uk(q), ¢ = 2= bei
k =+% — 2 x 2-Gleichungssystem aus Gleichung 6.51:

e VD (w0 _ g (u(0) PR
<v2<q> e ) (uk@) = B <uk<q~)) . V(=D =V(a) (6.53)
Ey = h;—::jﬂz‘v((j)‘Q ) k:jzg (6.54)

2010-06-02 (gehalten von S. Gerlach)
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6.7. Der harmonische Oszillator

P mwa?

H(%P):%JF 5

F = —kzx = —mw’z = -0,V (x) , w =4/ L
m

Quantenmechanik )
P .
— U =FEU
<2m + V(x))

(p*) = /\If*pQ\I/ dz = /\I/*p*p\If dz = [[p¥?>0 = E> Vyin=0

e diskretes Spektrum

e keine Entartung (spéter: 3D — Rotationssymmetrie: Drehimpuls-Entartung)

e Paritat: [H,P]=0 = VY(—z)=1U(x)

° —%\I/” + V(2)¥ = E¥V — je grofer die Kriimmung, desto hoher muss die Energie sein!

o Unscharferelation: AxAp > % = Fy= %’N

Anwendungen

e Molekiilphysik

;: Taylor-
Naherung

Abbildung 6.23: Morse-Potential — Néherung als harmonischer Oszillator

V// 2
5 (T—TO)ZZC—{——m; x2

V(r)~V(rg) +

o

Festkorperphysik: Gitterschwingungen ([Einstein-Modell)

Atomphysik (Atomfallen)

Quantenoptik (Quantenelektrodynamik)

Vielteilchentheorie (Quantenfeldtheorie)
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2010-06-02 (gehalten von S. Gerlach) 6.7. Der harmonische Oszillator

im Ortsraum gilt

2 2
N mwe . Ort . R .
_ ;; . 2 rtsraum S, po _1h8$
m
- R, mw?
S H=-9+ ",
2m 2

o« [Vis] =m=a

2F
= | (07 +E)0(E) = - W(E) = W (E)
im Impulsraum gilt
~2 2
~ p mw*= Impulsraum N . A~
H:% TQ = & —ihd, , Pp—p
2 2
2 p MW= o9
H=_4£2
- om "2
mit A, m, w als Parametern:
o« [Vis] =m=a
o [Vhmw| = kng = [p]
o p— xVhmw, 0, — \/%
2F
= | (-0 X)W = S W(E) = W (E)
= Losungen im Orts- und Impulsraum identisch!
LGésung von
(—0F + €)W (€) = eV (¢) (6.55)

e algebraische Methode (DIRAC, 1926: Quantum Mechanics)
Lo, 21 . ) .
H=5(+x") =5 -X)(+ix) =d’a (6.56)
s. Kapitel 7
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e Polynommethode (SOMMERFELD)

2 €
lim ¥(z)=0 =2

r—+oo

RU(E) =&V(€)

— W) ~ e
— 0eU(§) = £EetE 2
— FU(E) = £ 4 2eF2 = (2 £ 1)eH/? & 202 = 20(¢)
U(E) = H(E)e e/
— 9eV(€) = H'(§)e €2 — H(E)ee /2 = €2 (H'(€) — €H(€))
— OFW(E) = —Le 2 (H'(€) — EH(8)) + e /2 (H"(€) — H(E) — EH'(€)) = e €2 (H" () —
2 H(€) + (€2~ 1)H(€))

einsetzen in 6.55: ,
e C2(H" —26H' + (62 —1)H — &H + eH) =0

[82 —280¢ + (e — 1)|H(£) = 0| Hermite Differentialgleichung (6.57)
HE) =1 e—1=0 e=1 E=k
HE) =¢ —2+(e—1)¢=0 e=3 E=3hw

H(¢) =262 -1 e=5 E=jshw

— H(§) = X 5o and"

— O0cH =522 | na,&n!

— 8£2H =32 o(n— Dnapé™ 2 =3 (n+ 1)(n + 2)an126"
= >0 [(n +1)(n + 2)ant2 — 2na, + (e — l)an] £ =0

=0Vn

—e+1+2n

man Rekursionsformel (6.58)

= CLn+2 =

—fﬁrn>>1:an+1~%an:>a2n~%

o o0 1 )
= E ag " = E —,fzn = ¢t
n!
n=0 n=0

= Potenzreihe muss abbrechen, sonst ist ¥ nicht normierbar! D.h. es gibt ein €, = 2n + 1

1

U (€) = CrH(€)e™ 2 (6.59)

— Hermite-Polynome: Hy(£) =1, Hy(£) = 2¢, Ho(€) = 462 —2,. ..
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2010-06-02 (gehalten von S. Gerlach) 6.7. Der harmonische Oszillator

Abbildung 6.24: ¥-Funktion mit Hermite-Polynomen

€ =2n+1: (9 — 260 +2n)H,(€) =0

Orthonormiert:

/OO 6752 d§ Hu(§)Hm(§) = 2nn!\/7_T5nm
=
=V

/m(m)\zdx = /xp*(x)xp(m) dz =1
. 1

nio) = (52) (o)

- 2
U (p) ~ Hy (oot

H, () = o€ (—0e)"e € = o£/2(¢ — e €12

H,(€)e ¢/2

Erzeugende Funktion
H,
6527(15752) e2t§ft2 Z (g)tn

|
n:
n=0

Rekursionsformel

aan(g) - 2an71(£) = |Hpi1 — 2£Hn(£) + 2an71(£) =0
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2010-06-04

Kapitel 7.
Mathematischer Formalismus der
Quantenmechanik

bisher: induktiver Aufbau der Gesetze der Quantenmechanik aus den Beobachtungen

jetzt: Formulierung der Gesetze in fundamentalen Prinzipien (Aziome der Quantenmechanik). Dar-
aus folgen deduktiv die Aussagen, die mit den Beobachtungen verglichen werden konnen.

Literatur: Nolting 5/1, Kapitel 5

7.1. Zustande und Observablen

vgl. Analytische Mechanik

7.1.1. Zustand

Minimaler Satz an Informationen, der alle mechanische Eigenschaften des Systems vollstdndig be-
stimmt.

klassische Mechanik Zustand «+— generalisierte Koordinaten und Impulse (q1,...,qs,p1,---,Ps);
einzelnes Teilchen (ohne Zwangsbedingungen): (7, p)

Quantenmechanik

1. Unschérferelation: 7 und p kénnen nicht gleichzeitig scharf bestimmt werden.

2. gesamte Information tiber Ort und Impuls ist in der Wellenfunktion ¥(#) enthalten — Zustand
in der Quantenmechanik: W (7)

3. Wellenfunktion im Impulsraum W(j) enthilt exakt dieselbe Information wir ¥(7). Deshalb
ist \i/(ﬁ) ebenfalls eine Beschreibung des Zustandes. Weitere Darstellungen sind méglich (spé-
ter). — Mochte weder 7~ noch p-Darstellung (noch irgendeine andere) hervorheben — fiihre
abstrakten Begriff des Zustandes ein:

e (Dirac-) Zustand | )
e spiter: kann ¥(7) und ¥(p) aus |¥) berechnen

4. Allgemein: Zustand: Wahrscheinlichkeitsamplitude in Abhéngigkeit einer oder mehrerer Ob-

servablen
Observable ‘ Operator Eigenwerte Zustand
Ort 7 FeR3 U (7r)
Impuls I peR3 U(p)
Bedingung:
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2010-06-04 7.2. Der Hilbertraum

a) geniigend viele Observablen verwenden, damit der Zustand eindeutig ist

b) bei mehreren Observablen A, B,C,... missen diese kompatibel (vertraglich) sein, d.h.
gleichzeitig scharf gemessen werden konnen: [A,B] = [A,C] = [B,C]=---=0

5. Préparation: Messung eines vertraglichen, vollsténdigen Satzes von Observablen.
6. Gegensatz zur klassischen Mechanik: Obwohl der Zustand |¥) bekannt ist, sind nur Wahr-

scheinlichkeitsaussagen moglich, z. B. P(7) = |\I’(7_")‘2

— Einschrankung durch Unschérferelation
— grofstmogliche Menge an Informaltion: (reiner) Zustand |¥)

— weniger Informationen als moglich: gemischter Zustand (statistische Mechanik)

7.1.2. Observablen

klassisch f(Qb"'aQSapl,-"’pS)? f(Fapj

quantenmechanisch  Operator O, wirkt auf |¥)

7.2. Der Hilbertraum

Quantensystem <+— Hilbertraum H
reiner Zustand  <— Vektor |¥)

Observablen +— Operatoren O auf H
ein Hilbertraum H ist eine Menge (hier: Menge der Zusténde), welche folgende Eigenschaften hat:

1. H ist ein komplexer Vektorraum
2. Auf H ist ein Skalarprodukt definiert
3. H ist separabel

4. H ist vollstandig

Bemerkung
e zu 1: Zusténde sind Vektoren (Zustandsvektoren), physikalisch: Superpositionsprinzip
e zu 3: kann in der Quantenmechanik gelockert werden

e spater: U(7) bilden tatséchlich einen Hilbertraum

Erkldrungen

1. H ist ein komplexer Vektorraum, d.h. es gibt zwei Abbildungen:
Addition V|a),|3) € H: |a) +|8) € H
skalare Multiplikation V|a) € H,c € C: cla) € H
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Eigenschaften

a) Kommutativgesetz:

) +18) = 18) +la) . Vi]a)[B) eH (7.1)

b) Assioziativgesetz:
o) + (18) + 1) = (le) +18)) + 1) (7.2)
(c1e2)|) = 1 (02]04>) (7.3)

c) Existenz eines Nullvektors: 0 € H:

la) +0 = |a) , Vi) € H (7.4)

es gilt aufierdem:
Ola) =0 , V|a) € H (7.5)
c0=0 (7.6)

d) Existenz des Inversen: V|a) € H gibt es ein —|a) € H mit

o) + (—|a)) =0 (7.7)
definiere Subtraktion:
o) = 18) := |a) + (~18)) (7.8)
e) Distributivgesetz:
c(lo) +18)) = clo) + c|B) (7.9)
(c1 + e2)|a) = c1|a) + co|a) (7.10)
weitere Begriffe
a) |®1),...,|®y) sind genau dann linear unabhdngig, wenn
ZCZ|(I)Z>:O = co=c=--=c¢, =0

i=1

b) Basis von H: maximaler Satz linear unabhéngiger Vektoren
¢) Dimension von H: maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren.
Bemerkung: Dimension kann unendlich sein: {|<I>Z>} linear unabhéngig, falls jede endliche

Untermenge linear unabhéangig ist

2. Skalarprodukt: jedem Paar |a),|3) € H wird eine Zahl («|f) € C zugeordnet mit folgenden
FEigenschaften:

a)
(Bley) = (alB)* (7.11)

b)
18) =1B1) +1B2) = (alB) = (a|p1) + (a]B2) (7.12)
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c)
) =¢clf),ceC = (aly) = c(alp) (7.13)
aus 7.11 und 7.13 folgt:
0) =cla) = (8]8) = c*(alp) (7.14)
Q)
(ala) >0 V|a)eH (7.15)
und
(ala) =0 < |a) =0 (7.16)
Bemerkungen

e Notation: («|8) (DIRAC), mathematisch aber (|a),|5))

e Vorwegnahme von Tatsachen (— spéter)

e Bequemlichkeit der Notation

abgeleitete Begriffe

a)

b)

|a), |5) € H heifen orthogonal, falls (a|8) =0
Bemerkung: orthogonale Vektoren sind linear unabhéngig (nicht immer umgekehrt)

Norm (Ldnge) eines Vektors: |a) € H:
lall = ||l :== V{ala) € R (7.17)

Abstand (Metrik):
d(|e),18)) = [l = 18)]] (7.18)

Konvergenz: Folge |ay,) (n =1,2,...) konvergiert (stark) gegen |a), falls
nh_)ngo{“an) — ||| =0 (7.19)
Cauchy-Folge:Ye > 0 existiert ein N(¢) € N
|lom) = lam)|| <€ VYn,m > N(e) (7.20)

es gilt immer: (stark) konvergierende Folge ist auch Cauchy-Folge (umgekehrt aber nicht
immer)

2010-06-07

Eigenschaften (Beweis — Ubungsaufgabe)

2)
b)

‘(a|ﬁ>| < |lee|| || B]] (Schwarz’sche Ungleichung)
el =8I < [[lay + 18)]] < llerll + 1IB]] (Dreiecksungleichung)
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Bisher Hilbertraum # ist ein komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt. Fiir endlichdimen-
sionalen H reichen diese Axiome aus. Weshalb?

Entwicklung von |¥) € # in einer Basis

a) Seien |®1),|®32),...,|P,) € H linear unabhéngige Vektoren. n € N sei die Dimension von
H, d.h. {|<I)i>}z'=1 . ist Basis von H

b) Wihle belicbiges |¥) € H. Die Menge {|¥),|®1),...,|®,)} ist linear abhingig. Dann
gibt es ¢1, ¢, ..., cpy1 € C (nicht alle = 0) mit

n

Z Ci"I)i> + Cn+1’\p> =0 (7.21)
=1

cn+1 # 0, weil sonst wegen der linearen Unabhéngigkeit der |®;) auch ¢; = 0 gelten
miisste, dann wéren alle ¢; = 0 = Widerspruch zur Annahme.

Dividiere durch ¢, 11 # 0, definiere d; := ——— (i =1,...,n)

Cn+1
T) = di|®s) (7.22)
i=1

So kann man jeden beliebigen Vektor |¥) € H in einer beliebigen Basis { |<I>Z>} entwickeln

c) Weiter: kann {|‘1>Z>} orthogonalisieren, z. B. mit Gram-Schmidt-Verfahren; erhalte dann
la1), ..., |ap) linear unabhéngig und orthogonal, d. h.

(@ilag) =0, i#j (7.23)
d) |lei|] # 0 (linear unabhéngig) — kann |a;) normieren, d. h.

el = H|Oéz>H = {ailag) =1 (7.24)

Damit ist {|O‘i>}z’=1 _ eine Basis mit

(aslaj) = 65 (7.25)

eine Orthonormalbasis (ONB) oder wvollstindiges Orthonormalsystem (VONS)
e) Entwicklung von |¥) € H durch {]a;)}

i=1,...,n

n

0) = eilai) (7.26)

i=1

Skalarprodukt mit |o);:
(o[ @) =) " eifaylas) = e (7.27)

Berechnung der e;:
ei = (0[¥) (7.28)
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— gilt zunéchst fiir endlich-dimensionale Vektorrdume
— die meisten physikalischen Probleme — unendlich-dimensionale Hilbertraume
— unendlich-dimensionaler Fall: mathematisch komplexer

— fiir unendlich-dimensionale Hilbertrdume benétigen wir die Axiome 3 und 4
3. H ist separabel:
Es gibt in H (mindestens) eine dberall dichte Folge |ay,) (n=1,2,3,...)
Uberall dicht heift, dass die Folge jedem |¥) € H beliebig nahe kommt. Also

Ve>03ImeN : |[an) —|P)|| <e

Diese Forderung erlaubt uns auch in unendlich-dimensionalen Hilbertrdumen eine Orthonor-
malbasis zu finden (ohne Beweis). Wegen 3 enthélt eine Orthonormalbasis abzdihlbar unendlich
viele Elemente: {|;) | i € N}. Wihle |¥) € H beliebig und entwickle:

) = Z€i|04z‘> ; e; = (0| V) (7.29)
i=1
Unendliche Reihe — Konvergenz?
1] = (W) = > eiej (ajos) = Y leif® < o0 (7.30)
z]zl T zzl
=5,

d.h. die Reihe "7, le;|> muss konvergent sein, bzw. die Folge {€;}i=1,.. muss im l sein (—
Ubung). Notwendige, aber nicht hinrechende Bedingung fiir Konvergenz von 7.29

Definition |5;) := Zle eila;), damit: |U) = limg_, o |Br) — existiert dieser Grenzwert?
Betrachte:

l l
N8 — 18012 = || 32 edoa)|| = 32 leal? = bsu — sl (7.31)

i=k+1 1=k+1

weil 3220, |e;|? konvergent, bilden die sy eine Cauchy-Folge, somit auch die |8)

Theorem (aus der Analysis) In vollstandigen Rdumen # gilt: Cauchy-Folgen sind konvergent
— deshalb die Forderung 4: H ist vollstéandig.

Zusammenfassung Hilbertraumaxiome 1-4 garantieren, dass jeder Zustand |¥) € H in einer Or-

thonormalbasis {|c;)}, | entwickelt werden kann:

W) = Z cilag) (Entwicklungssatz) (7.32)

Die Entwicklungskoeffizienten

¢ = (|¥) = \I/:Z\ai><ai\\ll> (7.33)

sind eindeutig! Somit ist {c¢;}i=1, . eine dquivalente Darstellung von |¥)
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Skalarprodukt

) = eifos) |<1>>:Zdl-|ai> = <<1>|\11>:Zd>;ci (7.34)

i

Beispiel Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen H = L?, vgl. Kapitel 5: Zustand eines
einzelnen Teilchens <+ quadratintegrable Funktion W(7)

Definition
12={v: R ~C| / &r|w()]* < oo} (7.35)

Behauptung L? ist ein Hilbertraum

1. mit ¢ € C definiere:

U 7 cU(7) (7.36)
und ¥, ¥y € L%
Uy + Wyt 7 Uy (F) + Uy (F) (7.37)
Null: ¥o(7) =0
2. Definiere:
(®|T) = / d®r &*(7)¥(7) | e C (7.38)

Norm: ||U| = /(U|¥) =/ [ d3r {\I’(F)| bekannte Norm aus Kapitel 3

normierter Zustand: \T/(F) = \|I|j$7”), H\TJH =1

3. und 4. beweisen wir hier nicht; mathematische Tatsache: L? ist separabel und vollstindig

2010-06-08

uneigentliche (Dirac-) Vektoren In manchen Fillen reicht ein abzéhlbar-unendlichdimensionaler
Hilbertraum nicht aus

Beispiele

1. Ortsmessung 7 hat Eigenwerte in ganz R3, d.h. iiberabzihlbare Menge und iiberabzihlbar
viele Eigenvektoren
V() —— |¥r) , FeR3 (7.39)

V(i) ~ 6(7F — ) ¢ L?, alle linear unabhingig
2. ebene Wellen (Eigenzustinde von ﬁ)
W) = CelFT | W L2 (7.40)

ke R3, iiberabzihlbar viele, linear unabhingige Vektoren.

Seite 96 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-06-08 7.3. Dualraum, Dirac-Notation

Idee Beginne mit diskreter (abzédhlbarer) Basis, z. B.
1. Wellenpakete mit Ar — 0

2. endliche Box mit kantenldnge L, k; = %nz diskrete Basis (abzéhlbar), abzahlbare Basis im
Hilbertraum (im strikten Sinn), dann bilde den Kontinuumslimes (L — o0)

Entwicklungssatz:
B) = (W) |ap) (7.41)
> N—— . N——
=cp diskrete ONB
(ap|P) |ap) ~ . |ap)
= A =1 7.42
2 VA W S VA 2
Ap—0

5 [ dn il 5, (7.43)
P ~—
kontinuierliche ONB

Skalarprodukt mit |d,y):
(G 0) = / Ap (G| 0) (G |G (7.44)
P

nur moglich, falls | (G, |d,) = d(p — p') | gilt

= ,,|ap) ist (iiberabzéhlbare) Orthonormalbasis*
— uneigentliche (Dirac-) Vektoren sind auf §-Funktionen normiert!

7.3. Dualraum, Dirac-Notation

Lineare Algebra: Dualraum H* zu #H ist die Menge aller linearen Abbildungen H — C (lineare
Funktionale) f: |¥) — f(|¥))

e * ist auch ein komplexer Vektorraum

cf : |U) — cf(\\Il>)
Ji+ fo: [¥) = f1(|9)) + f2(]T))

e verwende Skalarprodukt um Abbildungen # — C (lineare Funktionale) zu konstruieren. Wéhle
|®) € H und definiere
fo: H—C , |¥) — (®|T)

d.h. jedem |®) € H ist ein fg € H* zugeordnet

Behauptung zu jedem h € H* existiert (genau) ein |®) € H mit h = f3 (Riesz’scher Darstellungs-
satz)
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Beweis wihle h € H* beliebig, h: H — C, suche |®) € H mit
h(J0)) = (®|¥) V|¥) e H
Orthonormalbasis {|a;)}: |®) = 3, ¢ilag) mit ¢; = (q;|®), wihle |¥) = |a;):

h(ja) = (Blai) = (oi]®)" = ¢
= [@) = 3" h(jay) o)

Uberpriifung: (®|¥) = ... =h(|¥))

h linear

Notation (DIRAC)

fo =: (P (7.45)

D.h. das Spalarprodukt ist ,Produkt® eines Vektors |¥) € H (ket-Vektor) mit einem Vektor
(®| € H (bra-Vektor)

2010-06-09

7.4. Lineare Operatoren
Observablen «+— lineare Operatoren auf H

Operator A: Abbildung, die jedem |a) € Dy C H einen Wert A|a) € Ry C H zuordnet.

Linearer Operator: e A(|Uy) + |¥5)) = A|¥) + A|Ty)
o A(c|¥)) = cA|T)

Gleichheit von zwei Operatoren:

A=B:<= Dy=Dp=:D und Ala)=Bla) , VY|a)eD

Summe und Produkt von Operatoren:
o (A1 + Ay)la) = Aile) + Asla) ;. |a) € Da, N Da, = Dayga,
e (cA)la) =cAla) , |a)€Da=Des , ceC
o (A1ds)|a) = Ai(Azla)) , |a) € Da, , Asfa) € Dy,
Nulloperator:

Ola) =0  Vi|a)eH

Identitatsoperator:
Ila) = 1]a) = |a) Vi) € H
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Adjungierter Operator A Operator auf H, |o) € H: A|a) =: |&), betrachte (5|&) = (B|A|a)
A linear, Skalarprodukt linear im zweiten Argument, |3) € H fest:

|a) — (B|Ala) linear

= diese Abbildung ist ein lineares Funktional, d. h. es existiert ein

B) mit  (5|Ala) = (Bla) (7.46)
Wie héngt |3) von |8) ab?
e lineare Abhéngigkeit
e Abhéngigkeit von A
Definition
18) =: AT|5) (7.47)

At heiRt zu A adjungierter Operator

Bemerkungen

1. falls Dy # # muss |3) nicht fiir jede Wahl von |3) existieren, d.h. der Definitionsbereich von
AT enthilt dann alle |3), fiir die |3) mit 7.46 existiert.

2. Dy =H = D4+ = H (Riesz’scher Darstellungssatz)

3. |a) € D4, |B) € Dyt, dann gilt mit 7.46

(BlAa) = (Bla) = (alB)" = (o] AT|B)* (7.48)

4. |a) = Ala)
(@lw) = (¥|a)* = (V|A|a)* = (alAT|T) V7)€ H (7.49)

= (@] = (a|AT, d.h. AT wirkt in H* wie A in H

5. Rechenregeln (ohne Angabe der Definitionsbereiche)
o (AT =4
o (AB)I = BT AT
e (A+B)I = Al + BT
o (cA)f =cAt | ceC

6. Im L?: adjungierter Operator zu A:
el A} = [ W54 &

_ /(AT\IIB(F))*\IIA(F) d3r
= (U4|AT|Wp)"
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Definition: hermitescher Operator A
1. DA = DAT - H
2. At =4

physikalische Bedeutung: Observablen

Nachtrag vom 2010-06-11

In der Physik wird hermitesch so definiert, z. T. ohne 1., mathematisch ist dies aber etwas ungenau.
Genauer: brauche Unterscheidung zwischen beschriankten und unbeschrankten Operatoren.

Definition Der Operator A heifst beschrénkt, falls es ein a € R gibt mit HA|a> H <all«a, V|a) €
H

Definition Sei A beschrinkt und D4 = D4+ und A = AY, dann heit A selbst-adjungiert oder
hermitesch.

Insbesondere: Alle linearen Operatoren auf endlich-dimensionalen hilbertraumen sind beschrénkt.
,Leider” sind in der Quantenmechanik die Hilbertraume oft unendlich-dimensional und die relevanten
Operatoren, z. B. ]5' = —ihﬁ, sind unbeschrankt!

Definition Der Operator A heifit dicht-definiert in H, falls Dq = H

Definition Ein dicht-definierter Operator A in H, fiir den V|a), |8) € Da mit Ala) = |a), A[B) =
|B) gilt, dass (@|8) = («|B), heifst symmetrisch.
A symmetrisch — A Cc AT, d.h. Dy € Dyt und A = AT‘DA
Definition Ein dicht-definierter Operator A in H heikt selbst-adjungiert, falls AT = A
e A selbstadjungiert — symmetrisch.

e die Umkehrung gilt nicht immer!

e Physik: Unterscheidung zwischen symmetrisch und selbst-adjungiert wird oft nicht gemacht.
Fiir beide Falle wird der Begriff hermitesch verwendet.

2010-06-09
Beispiele von Operatoren
1. Dyadisches Produkt, gegeben |a),|8) € H

Dagp = |a) (8|

ist definiert als
Dog|¥) = o) (B|¥) = (B]¥)]a)
eC
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Gegeben: Orthonormalbasis {\o@} Behauptung: jeder beliebige, lineare Operator A kann in
dyadischen Produkten der |o;) entwickelt werden:

A=Y ajlai){ay]
1,7

Beweis:

Skalarprodukt mit |a;):
(aj|A|T) = qi{aj|Ala); = ri (ajlog) =1
] Z 1 ] 7 ; (] ]6 (] ]
=0y

einsetzen:

Alv) = Zrﬂ% Z% (aj]Alev)|ey) Z |aj) (o] Al ) ([ W)

J 1,7 1,7

= (A=) lag){aglAlai) (il = ) (aglAlai)]ag) (el (7.50)

,J 0]

Spezialfall: A = 1: (o;|Aloy) = (o|1]u) = (ovj]ou) = 65
1= o) (ol (7.51)
e Vollstandigkeit der Basis {|o)}:

) = 1W) =D i)l ¥)

i

e praktisch: ,Auflésung der 1 Ausdruck in Operatorform z.B. AB — Matrixelemente,
Zahlen

AB = 1A1B1 = |ai) (el Alag) (o [ Bla) (o
i,5,k

Matrlxmultlphkatlon

2. Projektoren, Projektionsoperatoren

gegeben: o) € H mit ||of =1
Py = lo) {ala) (o] = |a){al = P

— Projektionsoperator
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* (af) =0= PoPg =0
e P, hermitesch, d.h. PL)

o ), |a2),. .., |ak), (ailoy) = i, k < Dimension von H

= Pa

e P =)".|a;)(cy| auch Projektionsoperator

3. inverser Operator von A:

falls D4 = R4 und BA = AB = 1, dann ist B =: A~! der zu A inverse Operator (existiert
nicht immer!)

2010-06-11
4. unitdre Operatoren
Operatoren, die das Skalarprodukt (und damit die Norm) invariant lassen:
2),|¥) eH , |®)=Ul®) , [|¥)=UlD)
(@) = (@UTUW) = (2|¥)  V|9),|¥) € H
Die Forderung ist erfiillt, falls UTU = 1
= Ul|®) =UTU|®) = 1|®) = |®) und UT|¥) = |¥)
und . o
(W) = (S[UUT|¥) = (D[¥)
erfiillt, falls UUT = 1
Definition U heilt unitdr, falls gilt
UlU=0U"=1 «— Ul =U"! (7.52)

Erwartungswerte
= = J T J
(0) = (¥]|0]¥) (‘I’I\U0~U )
=0
— Erwartungswerte sind unter unitdren Transformationen ebenfalls erhalten, falls Operatoren mit-
transformiert werden:

O=vout (7.53)

Anwendung in der Quantenmechanik: Basiswechsel gegeben: zwei verschiedene Orthonormalba-

sen: {\o@}z und {\B,>}Z, |¥) e H
W) = Zai’ai> = Z@!ﬁﬁ

Normierung:

= (@) =1 = > laf=>) =1

e sowohl {a;} als auch {b;} enthalten die gesamte Information iiber |¥)
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e wie hdngen {a;} und {b;} zusammen?

= (B9) = 3" aj (Blay)

J =:Us;;
a; = (| V) = ij(az'laj> = ij (Bjlai) = ijU}Z-
J J — U J
aq b1
definiere Matrix Uy; = (Bi]a;), (UT)y; = Uy;, definiere Vektoren a = [ @2 [, b= b2
=b=Ua und a=U'b (7.54)

und analog dazu: UUT = 1

= U ist eine unitare Matrix

Matrixdarstellung von Operatoren Die Dimension von H sei endlich (= n)

|®) = A|U) = ZA@ ;= ZA@ (a;|W)

n
(i|®) = (iAW) = (] Aley) (o] ¥)
~—— e e
= ds ’ Aij =¢
d;: Entwicklungskoeffizienten von |®), n-Vektor
(A)ij: n x n-Matrix

c¢;: Entwicklungskoeffizienten von |¥), n-Vektor

—_

Operator A +— n x n-Matrix

A;; hingen von der Wahl der Basis ab

(AB)ij = > p_; AixBr; — Matrixmultiplikation
(AN = A3, (il ATlag) = (o] Ales)* = A7,

= W N

Ju

5 A=Al = Ay = A}fi (insbesondere A;; € R)

Basiswechsel fiir Operatoren
Aij = ([ Olay)
Bij = (8i0|B;)
1B) =D o) (| 18;)

k
%,_/

; 52|ak (a|Olag)  (ulB;)

o= =Aw =Uy=Uhy,
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Matrixmultiplikation
B =UAU! (7.55)

— unitdre Matrizen (Operatoren) beschreiben Basiswechsel (zwischen zwei Orthonormalbasen)

7.5. Das Eigenwertproblem

Typische Problemstellung in der Quantenmechanik: gegebener Operator A, finde |¥) # 0 und Skalar
A mit
A|T) = \|P) (7.56)
Beispiele
1. Zusténde |¥) mit scharfem Wert A einer Observablen A

2. A = H: zeitunabhéngige Schrodingergleichung, A = E: Energie, |¥): stationire Zusténde

Begriffe
1. A heifst Figenwert von A.
2. |W) heilt Eigenvektor (Eigenzustand) von A zu .

3. Falls es zum selben Eigenwert A mehrere (linear unabhéngige) Eigenvektoren gibt, so nennt
man A entartet.

4. |Uy), |¥s) Eigenvektoren zum selben Eigenwert A, dann auch a1|W¥1) + a2|V2): Die Menge aller
Eigenvektoren zu A: E\ C H ist ein Unterraum von #, genannt Eigenraum zu \. dim(E)) =
Anzahl (linear unabhéngiger) Eigenvektoren zu A= Entartungsgrad. Orthonormalbasis des
Eigenraumes — normierte Eigenvektoren

5. Menge aller Eigenwerte S4 C C von A bezeichnet man als Spektrum von A. Mogliche Arten
eines Spektrums: diskret, kontinuierlich oder gemischt
Beispiel
A=H . HY=EVY (zeitunabhéngige Schrodingergleichung)
Spektrum von H: erlaubte Energien der stationdren Zusténde

unendlich tiefer Potentialtopf: diskret (E, = %, Sp={%; n=12,...})

freie Teilchen: ebene Wellen: kontinuierlich (Ej = PR Sy = {thQ ; keR}=Ry)

2m 2m

endlich hoher Potentialtopf: gemischt

2010-06-14

Existenz von LoGsungen von 7.56 Spektralsatz der linearen Algebra: Falls A normal ist, d.h.
[A, AT] = 0, dann gibt es eine Orthonormalbasis {|a;)} von Eigenzustinden mit

Alag) = Ailay)

und
(ailag) = 04
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2010-06-14 7.5. Das Eigenwertproblem

Spezialfalle

e Hermitesche Operatoren A = AT = [A, AT] = 0 (meistens in der Quantenmechanik)
e Unitére Operatoren UUT = UTU =1
Man sagt: A ist diagonalisierbar, denn
Aij = (ail Alag) = Aj{ailag) = Xidij
d.h. (A;;) ist eine Diagonalmatrix
A 0
Ajj =

Eigentschaften von hermiteschen Operatoren

1. Erwartungswerte sind reell: |¥) € H: (A) := (¥|A| )

Beweis:

(AT) = (U|AT|T) = (|A]D)* = (4)*
AT=A = (A)=(4)" = (A)eR
2. Eigenwerte sind reell, S4 C R

ANESA: AlU) = AT) = (A) = (U|A|T) = A (T|T) = A
——

=1

3. Eigenzusténde sind orthogonal (folgt aus Spektralsatz)

a) |Uy),|¥s) Eigenzusténde zu verschiedenen Eigenwerten \; # Ao

AlWq) = A\ |¥q)
AlTy) = Ao|P2)
= (Vo] A[W1) = A1 (¥2| V)
= (U] AT [T,)*
A
= <\I’2|\If1> ()\1 — )\2) =0= <\I’2|\I’1> =0
20

= (V1| A[W3) = A5(W1|W2)" = Ao(V2|Vy)

b) |¥y),|Vs) Eigenzustande zum selben Eigenwert A — wihle Orthonormalbasis im Eigen-
raum F

4. Eigenzusténde bilden eine Orthonormalbasis (s.oben) = beliebiger |¥) € H kann in dieser
Orthonormalbasis entwickelt werden:

@) =) cifos) = ZW@ (c;| )

7

Wirkung von A auf |¥)
AU = ZA@ ZA lo) (| T) V[0 e H

=X\ ‘C“Z>
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5. Spektraldarstellung

A = Z)‘Z’OCZMQZ‘

6. A =1 = Vollstindigkeitsrelation fiir Orthonormalbasis {|a;)}
1= o) (ol

7. Funktionen von Operatoren

a) Potenzen:
A" = AA = A"1A 0 AV =1

b) Polynome
Pr(A) == col + 1A+ A% + -+ + ¢, A"

c) Potenzreihen, z. B. Exponentialfunktion:

1
A _
n=0
d) analytische Funktion f(A), Taylorreihe:
o
FA) =) cpA
n=0

e) allgemein: Spektralsatz:

A" = ZA?\%NO@!
FA) = FO) o) o]

8. Ableitung nach einem Operator: gegeben: f(A)
d o JA+ED) — f(A)

mit denselben Rechenregeln wie auch fiir Zahlen

7.6. Messprozess in der Quantenmechanik

Beobachter = Messapparatur = System

klassisch: kann (im Prinzip) Einfluss der Messung auf das System beliebig klein machen

(7.57)

quantenmechanisch: minimale Stérung des Systems durch Messung (— Heisenberg’sche Unschér-

ferelation)

physikalische Observable <— hermitescher Operator O = Of

Seite 106 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-06-14 7.6. Messprozess in der Quantenmechanik

Was passiert bei einer Messung? Eigenwertproblem fiir O: O|\) = A|))

Notation: |A) ist Eigenzustand von O mit Eigenwert A. Bei Entartung |A1), [A2), ...

e {|\)} bilden eine Orthonormalbasis: (A[X') = &y
e O'=0=)cR

Messung in der Quantenmechanik: physikalische Tatsachen (ohne Entartung)
1. mogliche Messergebnisse: Eigenwerte A

2. Wahrscheinlichkeit, dass A gemessen wird:

P(\) = |(A[w)]?

(7.58)

3. Zustand des Systems nach der Messung mit Ergebnis \: Eigenzustand |\) (Kollaps der Wel-

lenfunktion)
— durch Messung von O lassen sich dessen Eigenzustédnde priparieren

— Bei nochmaliger Messung: gleiches Ergebnis A mit Sicherheit P(A) =1

Beispiel Ortsoperator 7 (drei vertrigliche Operatoren #, §, 2) mit Eigenwerten 7 € R, Eigenzu-

stande |7) (uneigenliche Dirac-Vektoren)
Wabhrscheinlichkeit 7 zu messen:

P() = |(F19)|

entwickle {|)} in Orthonormalbasis:

2

PR o) s v = )

= [ @i = [ a@rvmm

Darstellung von Messungen durch Projektionsoperatoren Spektraldarstellung:
0= A A (A
; [\ (Al
= P)\
Py = |\)(\|: Projektor auf Eigenvektor |A), mit Entartung:

A= A3
A i

N——
= P)\

dx
Py = Z |Ai)(A\il| Projektor auf Eigenraum E) zum Eigenwert A
i=1

Stand: 14. Juli 2010, 13:00
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Messprozess in der Quantenmechanik (allgemein, mit Entartung)
1. mogliche Messergebnisse: A

2. Wahrscheinlichkeit, dass A auftritt:
d )
PO =) [N = (T|P|W)
=1

Summe:

2
> PO =D = (o] 3o ol [w) = wiw) =1
A A A
=1
3. Zustand nach Messung von A:
vy BY) — RY Ry A (7.62)
| PAl2) | @ PP ey VIR P())
wobei verwendet wurde: P;[ = P, und Pf = Py.
nicht-entarteter Fall: |[¥') = |\)
2010-06-15

7.7. Postulate der Quantenmechanik

1. Zustdnde des Systems entsprechen Vektoren |¥) im Hilbertraum H.

Ortsdarstellung;:
U (r) = ()

(|7 Eigenzusténde von 7)
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Aufenthalt des Teilchens bei 7

, D) 2
P(7) = [¥(7)]" = [(F¥)
2. Messung einer physikalischen Grofe (Observable) entspricht einem linearen, hermiteschen Ope-

A:ZAP,\
A

Py: Projektor auf Eigenraum E), A € R: Eigenwert

rator

a) mogliche Messergebnisse: Eigenwerte A von A

b) Wahrscheinlichkeit, dass A gemessen wird: P(\) = (U|Py| V)

¢) Zustand nach der Messung |¥’) = % = Erwartungswert (A) = (¥|A|)
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2010-06-15 7.7. Postulate der Quantenmechanik

3. Zeitentwicklung von |¥): zeitabhéngige Schrodingergleichung
0
ih—|U) = H|¥
iho | W) = H]Y)

wobei H = H (7%’, ;3’) der Hamiltonoperator ist.
Ortsdarstellung: (7] und 1 = [ d3¢/|7/) (+'|
0
= ihaﬁ/(f') = HY(7)
mit H = H (7, —ihV)

Erweiterung: gemischte Zustinde bisher:

(reine) Zusténde

Ergebnis vollstandiger Praparation
e wir , kennen* den Zustand

trotzdem konnen nicht alle Observablen gleichzeitig scharf gemessen werden — Heisenberg’sche
Unschérferelation

jetzt:

e gemischte Zustinde
e unvollstéandige Préaparation

e wir ,kennen“ den Zustand nur zum Teil
Beispiele
e statistische Mechanik, viele Teilchen

e Teilchensystem, welches mit der Umgebung wechselwirkt
formale Beschreibung Vektor |¥) € H — Dichtematrix p (statistischer Operator)

Annahme System befinde sich mit Wahrscheinlichkeit py, im Zustand |¥,,), wobei {|¥,,)} eine
Orthonormalbasis ist.

Es gilt: 0 <pp, <1,> ., pm =1

Erwartungswert einer Observablen:

(A4) = me<\l'm|A|\I’m>
wiihle beliebige Orthonormalbasis {|®;)}:

(A =D o (Wi @) (| A|;) (@] W1n)
m 4,

= <¢1|A|q) > pm<(I) |\I’m><\llm|q)z>

= Pji

= ZAijpji = Z(Ap)ii
i i
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Definition: Dichtematrix

pP = me‘\pm><\pm’ (7'63)

Definition: Spur einer Matrix (eines Operators) O  Sei {|®;)} eine Orthonormalbasis:

2

Sp(0) = Tr(0) := Z Oii = »_(2;]0|;) (7.64)

Behauptung: Sp(O) hingt nicht von der Wahl der Basis ab (Beweis — Ubung)

Erwartungswert einer Observablen A im gemischten Zustand p

[ (A) = Sp(4p)] (7.65)

reine Zustande: (A) = (V|A|¥)

weitere Eigenschaften
L pl=p
2. p>0 (<= (Y|p|¥) > 0) positiv semidefinit
3. Sp(p) =1

4. reiner Zustand: |U): p = |¥)(V| = Py

=1 reiner Zustand
Sp(p?
<1 gemischter Zustand

6. Schrodingergleichung .
) i
= p=—[Hp (7.66)

2010-06-16

7.8. Anwendung: Harmonischer Oszillator Il

Methode nach DIRAC, ohne spezifische Basis (z. B. Ort)

2

p 1 2,.2
H=—+- .
o + 5w e (7.67)
Léngen- und Impulsskala:
h . h
xo = \/ — (Lénge) , po = — = Vmwh (Impuls)
mw T
definiere dimensionslose Grofien:
x=2 p=2 o xt_x , pi=p
Zo Po
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7.8. Anwendung: Harmonischer Oszillator IT

2010-06-16
h
x=1/—X , p = VmwhP (7.68)
mw
einetzen: 1 1 1
H = §th2 + §th2 = H-= 5fm(P2 + X?) (7.69)
Kommutator: 5
w,p] =ih = [X,P]= — =i
ZopPo
~—~—
Definiere
1 1
a=—=(X+iP) = al=-—=(X-iP 7.70
\/5( ) \/5( ) (7.70)
T 1 . . 1 2 2 . .
a'a = §(X —iP)(X +iP) = §(X + P*+iXP —iPX)
1 1
aal = 5 (X +iP)(X —iP) = 5(X2 + P2 —iXP +iPX)
ala+ad = X? 4 P2
1
= H= §hw(aTa+aaT)
Kommutator: 1 1
la,a'] = S[X +iP, X —iP] = = (—i[X, P] +i[P, X]) = 1
2 2 —— =
=lla,al]=1] = ad =dla+1 (7.71)
; 1
H= hw(a a+ 5) (7.72)
Eigenwertproblem fiir H — Eigenwertproblem fiir
ala=:1n (7.73)
— Eigenwerte n, Zusténde |n)
1
= En:hw<n—|—§) i |n)
Bemerkungen
1. 7 hermitesch:
Al =(ala) =ala=n = neR
2.
#,0] = [ata,a] = af [a, ] + [al, 0] a = —a
—~— =
=0 =-1
[,a'] = [ala,a’] = a' [a,a’] + [T, a'] a = o
—— N —
=a =0
Seite 111
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3. Eigenwerte von # sind nicht negativ: n > 0 (n = 0: a|0) = 0)
Beweis: #iln) = n|n), (n|a|n) = n (njn) = n = n = (n|a|n) = (nlataln) = |jaln)|? > 0
1

4. |n) Eigenzustand von 7 zum Eigenwert n, dann sind auch

|n — 1) x aln)

In+1) o af|n)
Eigenvektoren von 71 mit Eigenvektoren n — 1 bzw. n 4+ 1 falls die so erhaltenen Zusténde
In+1) #0
Beweis:

naln) = an|n) + [n,alln) = an|n) —aln) = (n — 1)a|n)
= aln) ist Eigenzustand von 7 mit Eigenwert n — 1
nal|n) = a'iln) + A, al]|n) = na’ln) + a’|n) = (n + 1)al|n)

= af|n) ist Eigenzustand von # mit Eigenwert n + 1

Normierung: ||aln)||* = (nl@'a |n) = ninln) =n

=n

aln) = Valn— )] £0 (n#0) (7.74)

Ha”n)HQ = (n|aa’|n) = (n|aTa + 1|jn) =n +1

a'lny = vn+1jn+1)|#£0 (7.75)

5. n ganzzahlig, kleinster Eigenwert: n = 0
Beweis durch Widerspruch:

a) nehme an, |y) zum Eigenwert «y ¢ 7Z

a"ly) =ga---aly) =/y(y=1)--(vy—n)ly —n)

n

Eigenzustand zu v — n: wahle n > v = v —n < 0 = Widerspruch

b) n > 0 sei kleinster Eigenwert, aber a|n) = y/njn—1) # 0 ist Eigenzustand zum Eigenwert
n — 1 <n = Widerspruch

6. das Spektrum ist nach oben unbeschréankt

Beweis: nehme an, nyay sei grofiter Eigenwert, dann ist

ajr|nmax> = VNmax + 1|nmax + 1>

Eigenzustand zum Eigenwert np.x + 1 > Nmax = Widerspruch

7. Eigenwerte sind nicht entartet (aufgrund X, P)

Beweis: nehme an, zum Eigenwert n gibe es zwei Eigenzusténde |n, 1), |n,2) mit (n,1|n,2) =0

Seite 112 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-06-16 7.8. Anwendung: Harmonischer Oszillator IT

— Observable: z.B. O = |n,1)(n, 1|, welche diese Zustdnde unterscheidet:

(n,i|0In, j) = bi
— O miisste Funktion von X, P sein, bzw. von a,a', d.h.
0 = Z cnm(a’)a™
n,m
|n,1),|n,2) entartet = [O,n] =0 = ¢y, = 0 fiir n #m

= 0= chnﬁ”
n

= O kann |n, 1), |n,2) nicht unterscheiden = Widerspruch

Zusammenfassung
e S, ={0,1,2,3,... } = Ny, n: Anzahloperator, n: Anzahl Quanten
e 7i|ln) = nin)
o alln) = VAT Tl +1)
e aln) = /il — 1)
e a|0) =0 (]0): Grundzustand: Vakuum)

e Erzeugen von beliebigen Eigenzusténden aus |0):

(a")"|0) (7.76)

n) =

al-

e Mit H = hw(n + 3) sind |n) auch Eigenzustinde von H mit Energien

En:hw<n+%) . n=01,2... (7.77)

— Quantisierung des elektromagnetischen Feldes (— PLANCK), Ey = % # 0 (Nullpunktsfluktia-
tion — Heisenberg’sche Unschérferelation)

Ubergang in die Ortsdarstellung
U (z) = (z|n)
Un(X) = (X[n) = ¥ ()

Lo
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Grundzustand: ¥o(X) = (X|0)

al0) = %(x +iP)|0) von links: (X'
1 o -
_ ﬁ/ AX (X'|X +iP|X) (X]0) = 0

= T(X)
(X/|X|X> = X§(X — X’)

d
(X|PIX) = —i——3(X = X')

d \ -~
= (X + =5 ) Fo(x) =0
= V(X)) o e X7/2
U (X) = (X|n) o (X|(al)"|0)
x4\
x e e <X dX) Uo(X)
—X2/2

= H,(X): Hermite-Polynome
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2010-06-18

Kapitel 8.
Bewegung im Zentralfeld, H-Atom

8.1. Drehimpuls

bisher: 1-dimensional (— Kapitel 6)

jetzt: 3-dimensional, Ziel: H-Atom
2
p .
H=—+V
5 T V()

HY = FEV

fir ¥(7), ¥ = (x,y, z), E: Eigenenergien
Rechnungen komplexer als im 1-dimensionalen Fall — Symmetrien ausnutzen!

Atome:
o2

V(F) = =V(r) , r= |7 (8.1)

4dmregr

— Invarianz unter Drehungen um den Kern (Ursprung 0)
— Symmetriegruppe: SO(3)

— Darstellung von SO(3) auf H:

R € S0(3) : |U(F) := Up¥(F) :== U(RF) (8.2)

man kann zeigen:

(U|®) = (V|®) = ULUR = UrUL =1

Infinitesimale Drehungen

mit dem Drehimpulsoperator
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Ly
Komponenten: L= L, |, hermitesch:
L.

LI = (yp: — 2py)' = ply' — pl2" = p.y — pyz = yp. — 2py = L,

analog fiir L, L.
Wegen V() = V(r) Zentralproblem:

[Ur,H] =0 VR e SO(3)

[L,H] =0| <= [Ly,H] = [Ly,H] = [L.,H] =0 (8.5)

— Eigenzustiande zu H|V) = E|V¥) konnen gleichzeitig als Eigenzustiande einer Komponente von L
gewahlt werden. Allerdings: Drehimpulskomponenten sind untereinander nicht vertréglich!

[Li, L] # 0 fiir i # j

[Lma Ly] = [ypz — ZPy, ZPx — xpz]
= [yPZa Zp:v] + [Zpya xpz]
= y[pz, 2]px + [z, p2]py
= ih(zpy — ypz) = ihL,

allgemein:

[Li, Lj] =i €ijrln (8.6)
k

mit €123 — €931 — €312 — 1 und €321 — €213 — €132 — —1, andere €ijk = 0.

Drehimpulsalgebra kurze Schreibweise:

L x L =ikL (8.7)

— man kann nur eine Komponente von L gleichzeitig scharf bestimmen.

aber:
=L+ L+ L2

[L? L) = [L3,L.] + [Ly, L] + [L?, L.] = Lo [Le, L:] + [Lo, L] Ly + Ly [Ly, L] + [Ly, L] Ly = 0
N—— N—— N——

N—— —
=0 = —ihLy = —ihLy =ihLg =1ihL,
allgemein:
[L2’ LZ] =0 (Z =Y, Z) (88)

— konstruiere gemeinsame Eigenzustinde zu L2, L,:
1. L? ist hermitesch und positiv (semi-) definit, d. h.
(LA T) >0 V|¥)eH
= Eigenwerte sind reell, nicht-negativ

LA0) = BPA\|T) AERA>0
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2010-06-21 8.1. Drehimpuls

2. definiere:
Ly =L, +iL, (Leiteroperatoren) (8.9)

Eigenschaften: (vgl. a, af bei harmonischerm Oszillator)
a) (L)l = Lz
b) [L..Le] = +hLy
¢) [L, L] = 2L,

d) [L?,Li] =0

e) L+L_ =12+ L2 hL?
) L

f =L L, +hL,+ L?

3. e L,JU)= hm|¥), meR
——
Eigenwertvon L,
Behauptung: Ly |V) wieder Eigenzustinde von L, mit Eigenwerten Ai(m £ 1)
Beweis: L,L+|U) = Ly L,|U) + ALy | W) = h(m + 1)L |P)
o L2|U) = R2A|¥) = L.|V) wieder Eigenzustinde von L, L?

L) ||* = (w|LLLy|w)
= (V| L L] W)
= (V|L? = L. T hL.|V)
=mA-—m? Fm)>0

m=>0 : A>m?>+m=m(m+1)=|m|(|m|+1)
m<0 : A>m?>—m=m(m—1)=|m|(|m|+1)

= |m|(|m| + 1) <A=:l(l+1) mit [ >0 der maximale Wert von |m|

Eigenzustande: |Uy,,)

2010-06-21

Zahlenwerte fiir [,m? Waébhle [ fest, sei m der maximale durch |m| < [ zugelassene Wert, d.h.
I —1<m < (falls m <1 —1, echéhe m im 1 mit L), dann muss L, |¥;,) = 0, sonst gibe es
‘\Illm+1> mitm+1>l=>m=1

analog: kleinstes m ist m = —I

= m kann Werte m = —I, -l +1,...,l —1,] annehmen, Dies sind 2/ + 1 mdgliche Werte. Dies ist
nur moglich, falls 20 > 0 ganzzahlig.

Zusammenfassend:

(8.10)

(folgt aus Drehimpulsalgebra)
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8.2. Ortsdarstellung, Kugelflachenfunktionen

Drehimpuls: L = 7 X g — 7 x (—ihV), z.B

L, =axp, —yp. — ih( %—x%)

Kugelkoordinaten
T = rsindcos @
y = rsindsin p

z=rcost

2o 1 0 (. ) 192
L __h[sinﬂm(snlﬁm)—i_sirfﬂa_sﬂ] (811)

gemeinsame Eigenfunktion Y (9, ¢) (manchmal auch F(49,¢))

L.Y} (0, 0) = hmY,, (9, @) (Kugelflachenfunktionen)

LY (9, ) = B2(L+ 1) Y0 (0, @) (stetig, eindeutig auf Oberfliche der Einheitskugel)

Separationsansatz
Yim (0, ) = ®(0)P(9)

in Eigenwertgleichung fiir L,

—in-L (o) P(9) = hmd() P(0)

dp
.0
= —1%‘@(@0) =m®(p)
Losung
1 .
Pr(p) = o™ (8.12)
Y

® muss 27-Periodisch sein — m ganzzahlig!
Ohne Beweis: ®,,(¢) bilden Orthonormalsystem im Intervall 0 < ¢ < 27
Eigenwertgleichung von L?

1 0 0 20 :
- [Sm M—@nﬁ 5 79) :; = [ P9) = U1+ 1™ P(9) (8.13)
setze £ =cos?, 0 < I <7m— —-1<£EL1
(Nebenrechnung;: dig( L) = d—%( )
d dpP m?
d—g[(1—g2)d—£}+<l( +1) 1_£2> —0
d2P m?
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2010-06-21 8.2. Ortsdarstellung, Kugelflichenfunktionen

1. Schritt Zeigen, dass fiir | ganzzahlig eine normierbare Losung im Bereich & € [—1, 1] existiert.
Zunéchst: m =0

d? d
(1- §2)d—§2P - 2§d_§P +I(l+1)P=0 Legendre-Differentialgleichung (8.15)
Potenzreihenansatz:

oo
P(§) = Z ay€”
v=0
Koeffizientenvergleich von £":

(v+2)(v+ Dayy2 —v(v —1)a, — 2va, + (I 4+ 1)a, =0

viv+1)—=1(1+1)
(v+2)(v+1)

=|ayy2 = ay (8.16)

— 2 unabhéngige Losungen:
ag#0, ag =0 = P gerade
ag=0, a; #0 = P ungerade
Asymptotisches Verhalten fiir v — co und £ — +1:

Qvi2 vopo > ¢ divergiert fiir £ — %1
ay

Endliche Losung bei £ = 41 verlangt Abbruch der Potenzreihe — [ muss ganzzahlig und grofer als
0 sein, d. h. aj42 =0 — P = P;(&) ist Polynom I-ten Grades mit

P(&) = (-1)'P(=¢€)| Legendre-Polynome (8.17)
Explizite Form:
1 d o,
P(&) = ﬁd—gl(g -1 (8.18)

— Pj(cos¥) sind Eigenfunktionen fiir m =0 (d.h. L, = 0) von L?

Beispiele

e la -
P3 = %(553 - 3¢)

(— Ubungsaufgabe)
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2. Schritt m >0
(ohne Beweis) Ansatz P/(€) = (1 — £2)™/2u™(¢), aus asymptotischem Verhalten, so dass sich
Terme oc (1 — £2)~1 aufheben

— einsetzen in 8.14, rechnen,. ..: Abbruchbedingung vlm'H = (") =-m<lI

— explizite Form:

P& =(1- fz)mﬂ%PZ({) (m=0,1,...,1) (zugeordnete Legendre-Polynome) (8.19)

analog fiir m < 0

Endergebnis Eigenfunktionen von L? und L, mit Eigenwerten A?I(l + 1)

Yim(0, ) = <(2l4;<1z)f %)T)!)lﬂﬂ’”’b(wsﬁ)eim“’ , m=0 (8.20)
Yi-m(9,0) = (= 1), (0, ) (8.21)

mit [ =0,1,2,... und |m| <1 (21 4+ 1 Werte)

Bemerkungen

e Yi.,: Kugelflichenfunktionen, bilden vollstdndiges Orthonormalsystem auf der Kugeloberflache

2 2
/ de / sin? dd Yy, (9, ©)Yim (9, @) = 0 0pmmy
0 0

[e%9) l

YN Vi@, 0)Yim (9, ) = d(cos 9 — cos ) — )
=0 m=-—1

e Paritét:

7 — — (Raumspiegelung)
Y9—9—7
Y=+

cos — —cost? (£ — —&)

eim‘P _ (_1)melm99

PM(=) = (-1 "B (g)
Yim(0, ) = (=1)Yim(r = 9,7 + )

[ gerade — Paritdat +, [ ungerade — Paritdat —

e Veranschaulichung: Polardiagramm: Folie ,Quadrate der Winkelfunktionen im Polardiagramm®

2010-06-22

8.3. Bewegung im Zentralfeld
2

H = ;; +V(ir) , r=]|7 (Zentralpotential)
m
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Ortsdarstellung  kinetische Energie: -2 A

2m

A—182 +1[ ! g(sin193>+ Lo

~ o2 T2 | sing ov 99) " sin2 9 02

L2
= T h2e2

[H,L] = [H,L*] = [H,L,] = 0 = L? ist Konstante der Bewegung — es gibt gemeinsame Eigenzu-
stinde von H, L% L,: |E,l,m). Aukerdem gilt [H, L+] =0

Schrodingergleichung

( LY L7 +V(r)—E)¥ =0 (8.22)

_—_—/’"‘ —_—
2mg r Or? 2mgr?

Separationsansatz, da ¥ Eigenfunktion zu L?, L, ist
U(7) = P (r)Yim (9, ¢)

da H nur von L? und nocht von L, abhéingt.
Normierung: [ d3r|¥|? =1
U (7) einsetzen in Schrodingergleichung

< K21 a2 R I(1+1)

ey o2 ST +V(r)— E> Ri(r) =0| (Radialgleichung) (8.23)

— E abhéngig von V(r) und [, nicht von m — 2 + 1-fache Entartung.

Der Term %l(’;” nennt man Zentrifugalbarriere, abstofiend fiir kleine r: verhindert, dass Teil-

chen mit [ # 0 nahe ans Zentrum gelangen

R? U1+ 1)

Ver(r) = V() + 5=

Ansatz: Ry(r) = u(r) 823 durchmultiplizieren mit r:

r

< B4 R+

2mg dr2 = 2mg 12 +Vir) —E)ul(r) =0 (8.24)

= Veff (T‘)

— 1-dimensionale Schrédingergleichung, aber mit Potential Vog(r)und 0 < r < oo

r—oo SeiV(r—o00)—0

R?  d2
(_Q—mOW + %ff(?“) — E>ul(7°) =0
e F>0:
u = e:l:ik:r
h2 k2
E=—
2m0
eikr e—ikr

Ry~ c, —to
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e F <0

u = e:l:m"

h2 k2

2m0

eliT
R ~ S + ¢

e*liT

r

— gebundene Zusténde

r—0 Sei r?V(r — 0) — 0 (gilt z. B. fiir Coulombpotential) und [ # 0. Dann {iberwiegen 1. Term
und Zentrifugalbarriere.
Ansatz: w(r) oc r™ fir r — 0
—-—nn—-1)+I1(1l+1)=0

-l R; o< r~U+1)  nicht normierbar
)i+t Ry o 7t

Wie sieht das Eigenspektrum prinzipiell aus?

e I/ > 0: Kugelwellen, 2 Konstanzen, deren Verhéltnis von F abhidngt — kontinuierliches Spek-
trum (entspricht klassisch offenen Bahnen)

e E < 0: Ausschluss exponentiell wachsender Terme (co = 0), nur fiir bestimmte FE-Werte
erfiillbar — diskretes Spektrum

Beispiel

N v

kontinuierliches
Spektrum

\ diskretes
5 Spektrum

Abbildung 8.1: Beispiel fiir ein Eigenspektrum eines Potentialverlaufs

Quantenzahlen im diskreten Spektrum
e hingen ab von V(r)

e Wellenfunktionen R,;(r)Yj, (9, ) mit n,: radiale Quantenzahl, beschreibt charakteristische
Energie

e [: Bahndrehimpulsquantenzahl
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8.4. Das H-Atom und H-ahnliche Atome

Ze?

Vi) =- 4megr

Bemerkung Auch algebraische Behandlung méglich iiber verallgemeinerten Lenz-Runge-Vektor
Wellenfunktion (gebundene Zustdnde) ¥ = R, (7)Y (9, ©)
Radialgleichung fiir R = 7

n? a2 R I(1+1) Ze?
- - - E) —0 8.25
( 2mgo dr2 = 2mg 12 dmegr b (8.25)
Dimensionslose Variablen:
E h? Amegh? Zr
== R, =—— = Bohr-Radi =—2
Z’R, ’ Y 2moag @0 mol? (Bohr-Radius) —, p agp el

Division der Gleichung durch Z2R,4(—e¢):

( dd; * l(l;; Do p\/l_—e + %)U(p) =0 (8.26)
Verhalten fiir
e p—0:uoxptl
® p— o0: u~ e P2
Ansatz: u = p'tle=?/2F(p) wobei F(p — 0) — const und nicht wachsend als Potenzen fiir p — oo
e (a-b-¢))=...
e Division durch p‘~—le=r/2

pF”+(2(1+1)—p)F’—(l+1+ Jl__G)F:o
Y - vV

«

pF" + (B — p)F' — aF = 0| (Laguerre’sche Differentialgleichung) (8.27)

Losung durch Potenzreihenansatz:
[e.e]
F=F(a,pB,p) = Za,,p"
v=0

0.B.d.A.seigp=1
Abbruch der Reiche: Verschwinden der Koeffizienten von p”

o = lal@+1)---(a+v—1)

CUBED (B 1) =

Falls o ganze Zahl M < 0: Abbruch — F' Polynom
Falls « keine ganze Zahl: F'(a, 8, p) — e asymptotisch — R divergiert fiir p — oo
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Fir a =0: F(p) =ap =1
1
\/—_6
F(a, B, p): Polynom n,-ten Grades, Laguerre’sche Polynome.
Festlegung der Eigenwerte: wihle n :=n, + [ + 1 Hauptquantenzahl

—

—(l+1)=n, mit n,=0,1,2,...

Z°R
e=—— oder En:# mit n=1,23,... (8.28)
Mogliche Werte fir I: 0 <l <n-—1
Entartung des n-ten Niveaus
n—1
> @ +1)=n?
1=0

Zusitzliche Entartung um Faktor 2 durch Spin: G' = 2n?

e Ursache der m-Entartung: Zentralpotential, wird aufgehoben durch Brechen der Rotations-
symmetrie z. B. mit Magnetfeld — Zeeman-Effekt

e Ursache der [-Entartung ist folge des %—Potentials

Spektrum des H-Atoms

3 333
(I (]

N WhU

14+—

=0 I=
s P

>
Il

1 =2 =3

d f

Abbildung 8.2: Spektroskopische Bezeichnung: ,s-Orbital®

Radialfunktion
Rnl = aa3/2anple_p/2Fnl(p)

Fy(x) = Liljll_l(:v) (verallgemeinertesLaguerre’sches Polynom)
dk
Ll;(ac) = (—1)’?@L2+kvom Grad p
dr
0 _ T D —T )
Ly(z) =e e (zPe™")(Laguerre’sch Polynome)

2 —1—-1)!
Ny = — H(N ormierungsfaktor)
n [(n+0)]

N,; so gewahlt, dass

/00 drr2|Pnl(r)|2 =1
0
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Gesamtwellenfunktion
\I]nlm('ra "9a SD) = Rnlyim (19’ 90)

Beispiel
2
Rl,O = 3—/28
)

72| Ry 0|: radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit
> 3 2 3
(r) :/ drr’|Ryo|* = 240
0
1 "\ .—r/2a
Fao= L (2 D)o

T (200)%2 ag

1 r
R _ —r/2a9
217 (200)3% \Bag

Fiir hohe [ bei festem n ,wichst* die Ausdehnung der Elektronenwolke (r) an.

(r)u = - [3n = 11+ 1)]

Folien:
e Radialteil der Wellenfunktion des Elektrons im H-Atom
e Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im H-Atom

e Beispiele fiir die wellenmechanische Behandlung
2010-06-25
e Kugelflichenfunktionen und Sommerfeld’sches Vektormodell der Drehimpulse

Nachtrag Problem: Wellenfunktion fiir m # 0 sind komplex — erzeuge reelle Wellenfunktion durch
Linearkombination der Wellenfunktionen zu gleichem [ aber verschiedenem m:

1 4 x
Uy pe = ﬁ(‘l’ml,—l - ‘I’nvl,l) = ERn,l(T);

1 4
Uhp, = ﬁ(\pml,—l —Wp11) = \/ ERn,l(r)%

3
Wnp. = Wn10 =1 ERM(T);

— analog d-Orbitale (I = 2)

N

dze dzy s dmy ) d$2_y2 y d3y2_p2
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Kapitel 9.
Magnetische Momente

e Bahnmoment des Elektrons =Kreisstrom; ganzzahlige [, m
e Spinmoment des Elektrons =kein klassisches Analogon; halbzahlige Quantenzahlen s, mg

— Spin-Bahn-Kopplung — Feinstruktur der Atomspektren

9.1. Magnetisches Moment eines klassischen Kreisstroms

Wiederholung IK2:
L=mrxv , |J=v (Bahngeschwindigkeit)

Strom:

Magnetisches Moment:

L
il = |Tlmr® = 5
2m0
e -
_): I = —_——
H 2m0

mg: Ruhemasse des Elektrons

Bahnmoment fiir Elektron auf Kreisbahn

Mafeinheit: Bohr’sches Magneton
magnetisches Moment fiir Bahndrehimpuls |L| = 1A

g = ——h=927-1024Am2 = 5.77.- 10-°%Y
2m0 T

Allgemein

= p\/U(+ 1)
I
M= —3giIMB 5

mit g-Faktor g; = 1 fiir Bahndrehimpuls
Bemerkung Es gibt verschiedene g-Faktoren fiir Bahndrehmoment und Spinmoment und Kombi-
nation derer

1. Aufspaltung der Spektrallinien im Magnetfeld — Zeeman-Effekt (s.u.)

2. Einstein-de-Haas-Effekt (s.u.)

3. De-Haas-van-Alphen-Effekt (Festkorperphysik)

4

. Elektronenspinresonanz (ESR) (s. u.)
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9.2. Bahnmoment imauBeren Magnetfeld

e Prizession mit Kreisfrequenz w

e Winkel o zwischen L und B

__ Drehmoment
¢ w= Drehimpuls sin av

Drehmoment: |7 x B| = pBsin o

B
wr, = MT = 2LT;LOB (Larmor-Frequenz) (9.1)

wr, hingt fiir Bahndrehimpuls nicht von g und L ab, sondern nur vom Magnetfeld

Fiir beliebige Momente (Spin-+Bahn)

wr, = %B =~B , ~: gyromagnetisches Verhéltnis (9.2)

Suche geeigneten Operator fiir Schrodingergleichung: Energie eines magnetischen Dipols im Ma-
gnetfeld Vipae = —fi - B
Vinag = % L. B

Das magnetische Moment ji entspricht bis auf einen Faktor dem Drehimpuls L

— Figenschaften des quantenmechanischen i entsprechen denen eines quantenmechanischen L

— gleichzeitig beobachtbar: 2, y.

Abbildung 9.1: hier fehlt noch eine passende Bildunterschrift!

Anderung von L. um 1% entspricht Anderung der Energie um AVinag = Ap.B = guB = hwy,
— Drehung des Dipols um eine Einheit Am = Ai];z = 1 kann durch Absorption oder Emission eines
Photons mit der Energie Awy, erfolgen.

Welche Anderungen sind kompatibel zu Erhaltungssétzen?
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9.3. Abstrahlung

9.3.1. Ubergangswahrscheinlichkeiten

Bisher: nur stationdre Zustdnde

Jetzt: Wahrscheinlichkeit, mit der ein e~ vom Anfangszustand |i) in einen Endzustand |f) iiber-
geht.

Experiment: Uberginge im Atom erfolgen durch Emission und Absorption elektromagnetischer
Strahlung, iiberwiegend Dipolstrahlung.

IK3: fiir klassische Dipole (parallel zu z schwingend)

62

W=— 72
6mepc? )

W ausgestrahlte Energie pro Zeiteinheit — proportional zum mittleren Beschleunigungsquadrat.

Quantenmechanik: zusatzlich Mittelung iiber Erwartungswerte zp;; (zp;): Maf fiir Ubergangs-
wahrscheinlichkeit, also Intensitét des Ubergangs |i) — |f), ,Matrixelement* (exakte Herleitung:
Storungstheorie)

Beispiel Berechne (z; in Ortsdarstellung fiir zeitabhéngige Wellenfunktionen |i) und |f)
wi(7yt) = Wy(Fle ™ up(7 1) = U p()e !

u;, uy normierbar, bildenvollstandiges Orthonormalsystem.
Wegen Hermitizitiat (aus Storungstheorie):

(zpi = /ufzuf d*r + /u}zul d3r
—_—
wegen Hermitizitéat

(zfi = ellwr—wit / Ur2W,d®r + hec.

— ei(wf_wi)tMif + e—i(wf—wi)thi
= (Zp) = —(wi —wyp)*(zp:)
(273)? = (wi — wy)* (@D (Myp)? + e 2D (M )2 + 2M;p M7,
—_——

=2|M|?
es gilt:
b ,U:f = Hif
e zeitliche Mittelung: (e*()!) =0
= ({Zir)?) = 2(wi — wy)! | Mg |?
— wenn V;, ¥, bekannt, dann sind M;; bekannt

e M; kann fiir bestimmte ¢, f verschwinden — Auswahlregeln — kein optischer Ubergang mog-
lich, ,yerboten*

2010-06-28
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9.3.2. Spezialfall: H-Atom
\Ijnlm = Rnlyrlm 5 Y'lm = Cm (Pmljlm 5 Pm = €

Normierung

1. Mfz Schwingung der e~ in z-Richtung

| Myi| = |<Zfi{ - /\I];km/l/m/ 2 Wi, d°r
(f1 |2)
_ * * m'* m 2 .
= jff Ry B o rczsﬂRnlclmPl me rosinddddrde
ime

—im/p* e

:i ei(mm’)wdgp/...dqg/...dr
27

/

= 1. Auswahlregel: Am =m —m’/ =0

{0 fiir m # m’

1 firm=m/

M # 0 fir Am=m—m' =0
2. e~ macht Kreisbahn im z-y-Ebene

2t =z 4 iy = rsinve¥ rechtssinnig

= x— iy =rsinde ¥ linksssinnig

|M}3i| = Uy TS50 0P Uy d3r
= e s

1

= ei(mfm’:lzl)ga
2m

= 2. Auswahlregel: Am = £1

O firm—m' # £1
T )1 firm—m/ =+1

3. Auswertung des Integrals tiber 9 liefert Al+1 (Drehimpulserhaltungssatz), da Photon lpy, = 1k
hat

4. Integral iiber r: keineweitere Auswahlregel, An beliebig

— beim H-Atom gibt es nur optische Ubergéinge mit Am = 0,41 und Al = +1

Gedankenexperiment Drehimpuls sei durch Magnetfeld in z-Richtung quantisiert
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Y (3 linear polarisiert)

n -t

g0

v T T s
L Verd ’X

(2 zirkular polarisiert)

Abbildung 9.2: Polarisationen beim Zeeman-Effekt

Beobachtung || z:
e I: Am = 0, keine Emission, linear polarisiert || z

e O,0: Am = +1, zirkular polarisiert — linear-polarisiertin z-y-Ebene
9.4. H-Atom im Magnetfeld (ohne Spin), Zeeman-Effekt

Gasentladungs-

réhre ————Blende
j\/UTS

Betrag des B-Feldes
Abbildung 9.3: Aufbau des Versuchs zur Messung des Zeeman-Effekts
Experimenteller Aufbau
° ALA: Auflésungsvermogen eines spektral-optischen Instruments
e Gitterspektrometer Ai)\ =mn

e Fabry-Perot-Interferometer

o Lummer-Gehrke-Platte

Beobachtung Aufspaltung der Spektrallinien ist proportional zur Stérke des (nicht zu starken)
Magnetfeldes |B| ~ 3T

e Normaler Zeeman-Effekt (selten, klassisch erklédrbar), z. B. bei Cd

e Anormaler Zeeman-Effekt (haufig, nicht klassisch erklarbar), z. B. H, Na-Doppellinie

Hier zunachst normaler Zeeman-Effekt:

— nur 9 erlaubte optische Uberginge
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B=0

Abbildung 9.4: Normaler Zeeman-Effekt: dquidistante Aufspaltung, ungerade Anzahl

Abbildung 9.5: Anormaler Zeeman-Effekt: dquidistante Aufspaltung innerhalb eines Multipletts, ge-
rade Anzahl

E

A m=2
m=1
m=0
d, =2 m=-1
m=-2
m=1
m=0
pr |=1 m=-1

B=0 B=0

Abbildung 9.6: mégliche Ubergéinge beim Zeeman-Effekt
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— nur 3 verschiedene Frequenzen

— analyse der Polarisationen: Am = 0 linear polarisiert in z-Richtung
— nicht in z-Richtung beobachtbar

— nur 2 Linien (Am = £1)
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Kapitel 10.
Der Elektronenspin

10.1. Stern-Gerlach-Experiment, 1922

—

Vorbemerkungen Kraft auf magnetisches Moment i = _257’7501’:
L B dB .
Viag =—fi-B , F,= pa g (— inhomogenes Magnetfeld)
z

Ofen

Abbildung 10.1: Schematischer Aufbau des Stern-Gerlach-Experiments

Durchfiihrung Atomstrahl der Energie E);, mit zunichst ungeordneten magnetischen Momenten
durchléuft ein inhomogenes Magnetfeld, v.L B, ¥LV - |B|, B | V - |B].
Experiment zunéchst mit Ag, H,Na, K, ...

A dB
E‘O
dB
dz¢o
>
Z

Abbildung 10.2: Beobachtung fiir Ag: Aufspaltung in 2 Flecke, klassische Erwartung: 1 grofter Fleck

Aufspaltung in 2 Flecke: kann kein Bahndrehimpuls sein, da die Aufspaltung in nur 2 Anteile
erfolgt!

2010-06-29

Interpretation neue Quanteneigenschaft, kein Bahndrehimpuls sondern Eigendrehimpuls (Spin).
Quantitative Auswertung des Stern-Gerlach-Versuchs — Ubungsaufgabe
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Ergebnis (fiir Ag-Atome)
Pz = EpUB 5 fz = gm
Weitere Beobachtungen

e ablenkende Kraft ist gleich fiir alle Atome, die nur ein s-Elektron haben (I = 0) — Spinma-
gnetismus

e fiir Atome mit [ # 0: komplexere Aufspaltung

e fiir [ = 0:: zwei Einstellmoglichkeiten: mg = :I:% — 5= %

S?|W) = hs(s + 1)|®)
S.[W) = mah| )

Allgemein Gesamtdrehimpuls J des Slektrons setzt sich zusammen aus Bahndrehimpuls L und
Spin S: J = L+, fiy = iz + is

10.2. Eigenschaften des Spins

UHLENBECK und GOUDSMIT, 1925
Elektron besitzt eigendrehimpuls S mit |S| = y/s(s+ 1)k mit magnetischem Moment jig =

—gsﬁg mit s = % und gs = 2.0023

10.3. Messung des gyromagnetischen Verhaltnisses

10.3.1. Einstein-de-Haas-Versuch

Idee Zu jedem magnetischen Moment p, gehort ein mechanischer Drehimpuls J,
Hz Pz €
_J_z =7=g i = gm_o
i, und J, sehr klein — messe grofte Anzahl gleichzeitig — Festkorper mit N Elementarmagneten
mit jeweils magnetischem Moment p,

v = N
NJ.

My Magnetisierung

J.  Drehimpuls auf Festkorper

Erzeuge Magnetisierung durch #uferes Magnetfeld und messe Rotation des Festkorpers (— Ubung)

10.3.2. Resonanzmethode von Rabi
I, I1l: inhomogene B-Felder mit entgegengesetzem Gradienten

Il: homogenes B-Feld (BL%) und zusiitzlich betragsmiifig kleines Wechselfeld Byp (Byp || ©) mit
Frequenz w

rote Bahn: Atome mit m, = % so dass diese im Detektornachgewiesen werden, solange hw # gupB,

ansonsten Resonanzbedingung erfiillt — z-Komponente klappt um zu m, = —% — Ablenkung in
IIT umgekehrt (blaue Bahn) — erreichen den Detektor nicht mehr. — Minimum des Detektorsignals

bei w = wg, wr ~ 1010 Hz fiir e~

2010-06-30
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I IT II1
Br

BY |/

|=Y Detektor

3B 9B 4]
0z HI{ 0z

Abbildung 10.3: Schematischer Aufbau der Resonanzmessung von Rabi

Bemerkungen

1. Sehr genaue Methode — auch Kernspin messbar mit Kernmagneton (up)kern = Uk = 2]6\2’ ~

1
2000 “B
wenn fglektron = 0: ynackte Kerne oder diamagnetische Atome (Elektronenspins heben sich
auf) wr im MHz-Bereich

2. Rabioszillationen: induzierte Uberginge zwischen 2 Zusténden

10.3.3. Elektronenspinresonanz (ESR), Elektronen-paramagnetische Resonanz

Analog zu Rabioszillationen
—1 1 Pickupspule B,

/ DPPH: freies

Radikal, freie
Elektronen

-

AN

Feldspule Iy

— Vv

>B,
Abbildung 10.4: Aufbau zur Messung der Elektronenspinresonanz

Feldspule wird in Resonanz betrieben, Umklappen der Spins in Probe stort Resonanzbedingung,
Feedbackschleife hélt Resonanz aufrecht. Messe Signal, das zur Aufrechterhaltung notwendig ist.
Messe Resonanzamplitude als Funktion der Feldstdrke Bp

e Breite wird bestimmt durch Relaxation der Spins in Ausgangszustand — Messung der WEch-
selwirkung der Spins mit Umgebung

e Bp durch Feldstirke am Ort des Spins

e Variante: Kernspinresonanz — Medizin, Hyperfeinaufspaltung
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> : >BP

f B
~300mT P Bx

Abbildung 10.5: Messergebnis der Elektronenspinresonanz

10.4. Einfluss des Spins auf die Wasserstoff-Energieniveaus

10.4.1. Spin-Bahn-Wechselwirkung, Feinstruktur des Spektrums

Experimentelle Beobachtung Auch ohne duferes Magnetfeld sind die Spektrallinien in zwei Kom-
ponenten aufgespalten (Dubletts): Feinstruktur

E j=3/z
——n=2,1=1,0 c 1 \__n=2, =1

= />
erwartet beobachtet
—Y n=1, I=0 n=1, =0

Abbildung 10.6: Aufspaltung der Spektrallinien

Ursache Bahnbewegung des e~ im Coulombfeld erzeugt Magnetfeld, Spin des Elektrons wechsel-
wirkt mit diesem Magnetfeld By,

BrxixE — Br|L
— [lg wechselwirkt mit B - 2 Einstellmoglichkeiten
— zuséatzlicher Term in Hamilton-Funktion der Form
Vis = —iis By
— Spin-Bahn-Kopplung

Da By, « L: Vg = f (E, §), Energie hiangt von relativer Einstellung von L und S ab. Rechnung
liefert fiir Coulombpotential

Typische |Br| im H-Atom: By, ~ 1T — Vg ~ 10~%eV (klassische Rechnung im Rahmen des
Bohr’schen Atommodells)

Neue Erhaltungsgrofe: J=L+ g, gleichzietig scharf bestimmbar: J_Q,I_;Q,g2 und j, = hm; mit
j» =1, + s,, aber m; und mg nicht separat scharf messbar — keine guten Quantenzahlen.

Préazessionsbewegung von L und von S um J

J erfiillt die iiblichen Drehimpulsregeln:

T2 =2 +1)
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mj:_ja_j+17'--aj_17j

H-Atom: s = % —j=1 :I:%, je 2 j-Werte fiir 1 [ — Aufspaltung der Energieniveaus in 2 Unterniveaus,
z.B.n=21=1:

[NJ[oV]

j=1l+s
hy/3(3+1) ~3.8h | hy/i(3+1)~0.8h
S| | hy/3(E+1) =08k | hy/3(E+1) =08

L) hy/1(1+1) ~ 1.4h | hy/1(1+1) ~ 1.4k

Allgemein

e Vektoraddition zweier Drehimpuls E,g zu J: Folie: Vektordiagramm zur Berechnung des
Zeeman-Effekts

e Wenn mehr als 1 Elektron, dann kann j ganzzahlig werden m; = 0, £1,£2,...

Fiir 1 Elektron: j halbzahlig m; = i%, i%, .

immer 25 4+ 1 Einstellmoglichkeiten

Magliche |J]-Werte: |l — s| < j < |l + s| mit Aj = 1 — Zahl der j-Werte: 2min{s, 1} + 1, stets
gilt [my| < j

2010-07-02

Z4
n3l(l+35)(+1)

Ers ~

Zusammenfassung

e jig kann zwei Einstellungen beziiglich ji;, einnehmen (parallel und antiparallel oder up und
down)

Kopplung der Drehimpulse zu neuen Quantenzahlen J?, L%, S? und J,

e | =0 — keine Aufspaltung

hoheres j energetisch hoher

Erg o< Z* — bei Na gut sichtbar

Aufspaltung am grofsten fiir kleine n
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10.4.2. H-Atom im Magnetfeld (mit Spin)
Effekt: Aufhebung der Entartung bzgl. J,

1. schwaches Magnetfeld: Vo = —[i; - B < Vig (&ufseres B-Feld zu schwach um Spin-Bahn-
Kopplung aufzuheben)
— L und S bleiben zu J gekoppelt, m; ist gute Quantenzahl
— FEnergieniveaus spalten auf in 25 + 1 Komponenten
Enj = Enj (B = 0) — Mngij

gj:1+j(j+1)—l(l+1)+5(5+1)

(Landé-Faktor)

2j(j +1)
Fiir Einelektronensystem:
S
7+ 5 2
;= - - <g; <2
A . 3 =%

— Anormaler Zeeman-Effekt, z. B. Na — D-Linie (Notation: n?*1L)

D,-Linie D,-Linie
m; Mg, m; Mg,
Y2 ¥ — 3 V)
3%p,, ll Y 3%p,, l :3/§ :62
I Y2 1 Y2 1

3%, 3%s,,

7 -1 - -1

Am, -|10(|)1 Am, 1| 01

ONMo > hw OOTO0™ hw

Abbildung 10.7: optische Ubergénge beim anormalen Zeeman-Effekt

— Termanalyse durch Messung des Zeeman-Effekts

2. starkes Magnetfeld Vinag > Vig
— Entkopplung von Lund S > Lund § préizedieren unabhéngig voneinander um B
— L, und S, sind Erhaltungsgroffen — m; und mg sind gute Quantenzahlen
Entmm, = E(B = 0) — pugB(gimi + gsms)
mit gs = 2.
Auswahlregeln: Am; =0,+1, Ams; =20

Beispiel: Na — D-Linie: jeweils 2 der 6 Linien fallen zusammen — Aufspaltung der Mul-
tipletts wird gleich — 4 Linien wie beim normalen Zeeman-Effekt

— Paschen-Back-Effekt: Folie
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10.4.3. Quantenmechanische Behandlung des Spins und des Elektrons im
Magnetfeld

(nur kurze Skizze)

1. e~ im Magnetfeld

- - 1
B=1otA — H=_—(7 4+eA)?*+V(r)
2mgy =~
— —ihV
H-Operator:

2. Spin: Paulimatrizen
S2|s,ms) = h2s(s +1)|s, my)

S.|s,ms) = hmgls, ms)

Elektron: s = % — mg = =+

N[—

) =10 g) o

‘%_%> — = <(1’> (Spin down)

0 LN T 720 —
(1) =2
Definiere:
515
= =7
2
1 0 0 1 0 —i . :
o, = <0 _1> , Oy = <1 0> , Oy = (i 0) (Paulimatrizen)
[02,0y] = 2i0, a;r =0; , oi=1
B-Feld: Vg = —fi - B fiir e
S g
r= 2m0
Eigenwertgleichung:
(& —
295 S-Sy = Ex
mo
Zeitabhéngige Schrodingergleichung:
geh = . O0x
T B .Gy = b=
4m0 X ! ot

solange Spinfreiheitsgrad unabhéngig von anderen Freiheitsgraden — Produktansatz:

Uy = W(F)x"(s)
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Wy =W)X (s)
xT: Eigenfunktionen zu S,

Wellenfunktion mit beliebigem S :
U =a" U +a ¥ mit [afP+]a P=1
=V =V, (a"xT+a x)
3. Spin-Bahn-Wechselwirkung

Ze’h -
1%(7]7777%7”31; -0 =V5s (als Operator)
Schrodinger gleichung insgesamt ( Pauli-Gleichung):

1 . > gseh . =  poZe*h -
— (—ihV +eA)? +V 2. B+ 2= .|V =EVU
2m0( RV +ed)”+V(r) + 4m0J * 16mmar3 7
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Kapitel 11.
Weitere Effekte auf Spektren des
H-Atoms

11.1. Relativistische Korrekturen

Weiterer Beitrag zur Feinstruktur. Zunéchst klassisch, nicht-relativistisch:

p2

Hy=-—+V

2m0

relativistisch:
Hg = /p2c® + m3ct —moc? +V
2 4

~ 2 p3 5 +V

2mg  8myc

——
relativistische Korrektur
quantenmechanisch:

2
=\ (=—inv)
physikalische Ursache: relativistische Massenzunahme durch Bahnbewegung — Erzeugung eines
effektiven Magnetfeldes — Wechselwirkung mit magnetischem Moment

AFps = AE), + AE.q = AEnJ'

AE, ;= —En(ZOZ)2 < Lo~ i) (Dirac)

n i+ % 4n
2010-07-05
E, = —%% , = 2;;2}16 ~ BV (Feinstrukturkonstante)
Zusammenfassung H-Atom mit Feinstruktur-Korrektur (Notation: n?s71;)
e Entartung bzgl. j, keine Entartung bzgl. [
e (2j + 1)-fache Entartung bzgl. j,
2010-07-07

11.2. Die Lamb-Verschiebung

1952: Experimentelle Beobachtung: Auch beim H-Atom gibt es Authebung der [-Entartung bei glei-
chem j. s-Zusténde sind systematisch hoher als p-Zusténde.
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22p,,
2s,2p 23%s,, 22p,, 22p,,
n=2,1=0,1 ; ;
2°py, 22%s,,,2%p,, 2%s,, 10"%ev
22p,,  }4.4:10°eV
Bohr Spin-Bahn Feinstruktur  Lamb-Shift

Abbildung 11.1: Spektrallinieanaufspaltung durch Spin-Bahn-Kopplung, Feinstruktur und Lamb-
Verschiebung

Quantenelektrodynamik (QED)

e Auch Felder sind quantisiert
e Photonen sind Feldquanten des elektromagnetischen Feldes

e Proton und Elektron tauschen standig virtuelle Photonen (p imaginér, F negativ) miteinander
aus

e Stichworte: Vakuumfluktuationen, Selbstenergie
— Renormierung der Masse und auch der Ladung des e~
o QED-Vorhersage: Abschwichung des %—Potentials fiir kleine r.

e Nur s-Elektronen haben endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Kernort — Bindungsener-
gie fir s-Elektronen geringer — energetisch héher — grofler Erfolg der QED.

11.3. Die Hyperfeinstruktur

Auch der Atomkern hat magnetisches Moment.
Proton: Spin %, anormaler g-Faktor: gp = 5.58, magnetisches Moment: up = gpux! (ux: Kern-
magneton, I: Kernspin)

Hs.e 9s,eMBS 2

== = —— - 1836 =~ 660

up gpuxd  5.58
— fig hat verschiedene Einstellmoglichkeiten im magnetischen Feld das am Kernort durch die e™

erzeugt wird: EO

Vitrs = —jik Bo
(Der Wert von By ist im Allgemeinen schwer zu berechnen)
e Kopplung der Drehimpulse des Kerns und der Elektronenhiille zu neuer Erhaltungsgrofe
F=T+J
(ﬁ: Gesamtdrehimpuls des Atoms, I: Kernspin, .J: Drehimpuls der Elektronen L + §)
F?2 = PF(F +1)
Fy =mph
my=—-F,-F+1,...,.F-1,F

Grofe der Energieaufspaltung AExpg ~ 6 - 1076 eV
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Beispiel: H-Atom

1
I =

S S=g . F=0(1) oder F=1()

Messung und Anwendung
e Analog zum Zeeman-Effekt, aber hoher auflosendes Spektrometer (Fabry-Perot-Interferometer)

e NMR: Nuclear-Magnetic-Resonance, Kernspinresonanz (wie ESR aber mit Hyperfeinniveaus)
— medizinische Diagnostik: NMR am Proton (Wasserstoff ), Messung der Protonenverteilung
— Chemie: chemische Bindung verédndert By — Verschiebung der Resonanzlinien

— Cs-Atomuhr: Rabioszillationen zwischen zwei Hyperfein-Niveaus des 137Cs, I = %, J =
— F=3,4

— Quantenoptik

N[

11.4. Weitere Kerneigenschaften

1. Isotopieverschiebung: Endliche Masse, endliche Ausdehnung der Ladungsverteilung des Kerns
— Abweichung vom Coulomb-Potential — Verschiebung der Energieniveaus — Untersuchung
mit myonischen Atomen (da nidher am Kern).

2. NQR: Nuclear-Quadrupol-Resonance: Abweichung des Kerns von Kugelgestalt — Aufspaltung
der Niveaus durch Quadrupolmoment.
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IK4 Teil 2:

Einschub
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Kapitel E.

Einschub: Wechselwirkung von
Strahlung mit Materie und
Strahlungsdetektor

Bemerkung

inelastische Streuung Teil der Ey;, der Stofpartner geht in Anregungsenergie iiber
Z Ekin,vorher 7é Z Ekin,nachhher

elastische Streuung F\;, wird zwischen Stofipartnern ausgetauscht
Z Ekin,vorher = Z Ekin,nachhher

E.1. Wechselwirkung

E.1.1. geladene Teilchen
(geordnet nach Haufigkeit)

1. inelastische Streuung an Elektronen: geladenes Teilchen (a, e~ ) verliert Energie an die e~ der
Atome oder Molekiile. Atome werden dabei angeregt oder ionisiert, wenn Energie > Bindungs-
energie

2. elastische Streuung am Kern oder an den inneren Schalen der Atome: Teilchen werden bei An-
néherung an den positiv geladenen Kern gestreut und beschleunigt bzw. abgebremst. Aber der
Kern wird nicht angeregt. Riickstofenergie klein, wenn Massenunterschied zwischen streuenden
Teichen und Targetteilchen grof.

3. Inelastische Streuung am Kern: Bei hochangeregten schweren Kernen konnen diese angeregt
werden oder sogar Kernreaktionen (z.B. Einbau des Beschussteilchens in Kern) auftreten.

4. Elastische Streuung an Elektronen: Bei geringen Energien Fy;, < 100e V méglich, bei hohen
Energien zu vernachléssigen

Bremsstrahlung e~ erfihrt im Coulombfeld des Kerns eine Beschleunigung — Abstrahlung von
Photonen — e~ verliert Fyj,

h
° Auin = 5

e charakteristisches Spektrum: Uberginge zwischen der e~in der Atombhiille
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Moseley’sches Gesetz vk, = 3he(Z — 1) (Frequenz der langwelligsten charakteristischen Linie

eines Elements), K,: Ubergang von n = 2 auf n = 1

Bethe-Bloch-Formel Energieverlust, Bremsvermogen (stopping power): %

X X+dx

Abbildung E.1: Zur Herleitung der Bethe-Bloch-Formel

z, Z: Ladung des einfallenden und des Targetteilchens

v: Geschwindigkeit des einfallenden Teilchensorten

nZ: Ladungsdichte

I: Tonisierungspotential (I ~ 13.6eV - 2Z)
dE 4re? 22

2 nz >
dz Me 12

1n(2m;”2> (- ) - (E.1)

me: Elektronenmasse
B=1
C

A: Konstante, die die Bindung der e~ in verschiedenen Zustédnden beriicksichtigt

Interpretation

% o« n proportional zu der Anzahl der Stofe

% x z2 hochgeladene Teilchen werden stark gebremst

% héngt nicht von der Masse der einfallenden Teilchen ab — % ist fiir alle Teilchen gleicher
Geschwindigkeit und Ladung gleich

Annahmen

1. Geschossteilchen hat konstante Ladung
2. Neutrale, nicht-ionisierte Materie

3. E>1T

e <500/ — In @ steigt stark an

e 500 < E < Mc? = In # ~ const, weitere Terme vernachlassighar — —% x %
e Fiir £ > 3Mc?: relativistische Korrekturen

— schnelle Teilchen verlieren weniger Energie pro Strecke

— grofter Teil der Energie wird kurz vordem Stoppen abgegeben (spéter mehr in E2: Detektoren)

Seite 146 Alexander Kimmig, Uni Konstanz



2010-31-05 E.1. Wechselwirkung

dE
A dx

«1/E

rische
e\at‘\\"st‘sm
e

~5001 3Mc2 > E

Abbildung E.2: Ergebnis der Bethe-Block-Formel

E.1.2. Neutrale Teilchen (hier: Photonen)
E.1.2.1. Nachweis zumeist iiber geladenes Teilchen

1. Paarbildung

Erlaubte Energien fiir relativistische Elektronen

I ey £2)

Ey: Ruheenergie des e~, Ey = m.c? = 511ke V
Dirac-Theorie: E > Ejy: Elektron, E < —Fjy: Positron (positive Ladung, gleiche Ruhemasse)

— wenn Photonenenergie ausreicht hry < 2FEy und Impulssatz erfiillt werden kann (schweres
Teilchenin der Niihe), kann e~ e™-Paar erzeugt werden.et werden wieder vernichtet durch Stof§
mit e~ unter Abstrahlung zweier Photonen mit hv = 511ke V

2. Compton-Effekt

Betrachte e™, an dem gestreut wurde. Bei Riickwéartsstreuung des Photons hat e~ maximale

Emergie
E
Ekin,max = @
E = hv, Ey = mec?: Ruheenergie des e~
Zahl
Ader e
Compton-
kante

>
Ekin,max E
Abbildung E.3: Compton-Strahlung

3. Photoeffekt
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Ionisierung eines Atoms durch Absorption eines Photons
Eign=EFE—-W=hv-W

— gesamte Energie des Photons wird an e™ tibertragen (bis auf kleine Austrittsarbeit W ~

5e V)

Angereffekt: Anregungsenergie wird anderem e~ lbertragen.
Zahl
der &) paarbildung

net
2 p‘nOtO \ ?\\Otoﬂ

h\)-12E0 h\)%-E0 h%\) >E

Abbildung E.4: Spektrum bei Wechselwirkung eines Photons mit Materie

E.1.2.2. Totaler Absorptionskoeffizient fiir elektromagnetische Strahlung in Materie
vgl. TK3:

1
I(z) = Ipe™™* , a=< (E.3)
«: linearer Absorptionskoeffizient, A: mittlere freie Weglénge
& = (Comptoneffekt + QPhotoeffekt + QPaarbildung (E4)
Zusammenhang mit Wirkungsquerschnitten:
o= N ,(JC + opn + UPaar) (E5)

Teilchendichte

o und « sind alle element- und energieabhéngig. Herleitung aufwéndig, hier nur Ergebnisse, z. B.
Aluminium: leichtes Element und viele freie Elektronen: Comptoneffekt auferdem Photoeffekt bei
kleinen Energien, Paarbildung bei hohen Energien. (S. Folie 3.21: Die Energieabhéngigkeit der li-
nearen Absorptionskoeffizienten)

Energieabhéngigkeit | Kernladungsabhéngigkeit iiberwiegt bei

Comptoneffekt x % x % Z Kklein, F < 1MeV
Photoeffekt x E~1/2 x Z* bis Z° Z groft, E klein
Paarbildung | log E ab E > 2FE x Z° Z groft, Egrofs

Wiederholung IK2, IK3: Nachweis und Erzeugung niederenergetischer Photonen: Infrarot, Mikro-
wellen, Radiowellen — Ubungsaufgabe
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IK4 Teil 3:

Anhang
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