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Aufgabe 1: Eigenschaften der Fouriertransformation (schriftlich) (10 Punkte)

Eine (kontinuierliche) Fouriertransformtion F(f) einer komplexwertigen Funktion f € L'(RR) ist defi-
niert durch

) = flw) = [ retar
a) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Fouriertransformation
i) (Linearitiit) Fiir f() = ayfi(t) + agfo(t) gilt f(w) = a1f1(w) + agfo(w) (1P)
ii) Fiir f(t) reell gilt f(w) = f*(—w).

Ist zusétzlich f(—t) = f(t), also f gerade, so gilt

w) = 2/000 f(t) coswtdt = f(—w).

Ist zusétzlich f(—t) = —f(t), also f ungerade, so gilt

—21/00 f(t) sinwtdt = — f(—w).
0

(3 P)

iii) (Verschiebungssatz)

Fiir g(t) = f(t+ to) gilt §(w) = el f(w).

Fiir g(t) = o0 (1) gilt §(w) = (e — w). (2P)
iv) (Differentation und Multiplikation)

Fiir g(t) = f'(t) gilt §(w) = iwf(w).

Fiir g(t) = tf(t) gilt §(w) = if' (w). (2 P

b) Eine dreidimensionale Fouriertransformation ist definiert durch
F()k) = fik) = [ fr)er ar.

Zeigen Sie, dass F(Vf)(k) = —ik f (k). (2 P.)



Aufgabe 2: Diracsche §-Distribution (4 Kreuze)

Die Diracsche d-Distribution §(t) ist definiert durch folgende Eigenschaft

f@ﬂz/mfwﬂﬁ%w&

Dabei ist f(t) eine hinreichend glatte Funktion.
a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte §(w) von d(t — ).

b) Zeigen Sie durch Riicktransformation von é(w), dass gilt:

5(t—tg) = 2177/ el (t=t0) 4.,

c¢) Berechnen Sie die Fouriertransformierten von f(¢) = sin(wot) und g(t) = cos(wot).

d) Leiten Sie die folgenden Eigenschaften der §-Distribution her:
i)

b
1 fallsa <top < b
/ Ot —to) dt = { 0 sonst ’
ii)
t
1 fallst > 0
o) dt" = 0(t) = { 0 sonst

iii)

iv)

v) Fiir f(t) stetig differenzierbar und f/(¢;) # 0 (V¢; mit f(t;) = 0):

sy = Y Ut

T(4;
= | 1000
vi)
oo
| st ta=—£)
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Aufgabe 3: Sphirische Losungen der Wellengleichung (4 Kreuze)

Ebene Wellen sind nur eine spezielle Losung der homogenen Wellengleichung

1 0%

a) Verwenden Sie mit » = |r| einen kugelsymmetrischen Ansatz ¢ (r,t) = t(r,t) und fithren Sie
die dreidimensionale Wellengleichung mit der Substitution ¢(r,t) = ri(r,t) auf eine Differenzi-
algleichung fiir ¢(r,t) zuriick.

Hinweis: Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten lautet

“2or \" or 2smoog "V a0 r2sin? 9 Op



b) Zeigen Sie, dass die Differenzialgleichung fiir ¢(r,¢) aus a) mit Hilfe des Ansatzes

o(r,t) = ¢y (kr 4+ wt) + ¢ (kr — wt)
gelost wird.

¢) Nehmen Sie an, dass die Funktionen ¢ periodisch sind und diskutieren Sie, warum die Losungen
aus b) Kugelwellen entsprechen.

d) Wie hingt die Intensitéit von Kugelwellen vom Abstand r ab? Ist dieses Ergebnis iiberraschend?



